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Íàéäåíû íîâûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò äëÿ íåêî-

òîðûõ òèïîâ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñèíãóëÿðíîé ëèíåéíîé

÷àñòüþ. Ðåàëèçàöèÿ ýòèõ óñëîâèé äëÿ 3-D àâòîíîìíûõ êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì

ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî õàîòè÷åñ-

êîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé óêàçàííûõ ñèñòåì îïðåäåëÿåòñÿ îäíîìåðíûì äèñêðåò-

íûì îòîáðàæåíèåì xn+1 = rxn · [exp(pxn − x2
n)]/(1 + γxn) ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ r > 0, p ∈ R è γ ∈ (−d,∞), ãäå d > 0; n = 0, 1, 2, ... Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåííûõ
õàîòè÷åñêîé äèíàìèêå â àâòîíîìíûõ 3-D ñèñòåìàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè â ýòèõ ñèñòåìàõ ãî-
ìîêëèíè÷åñêèõ èëè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò è èñïîëüçîâàíèè òåîðåìØèëü-
íèêîâà (ñì. ðàáîòû [1] � [6] è ëèòåðàòóðó, öèòèðîâàííóþ òàì æå).

Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ óêàçàííûõ ðàáîòàõ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìàòðèöà
ßêîáè â îñîáîé òî÷êå, ñâÿçûâàþùåé ãîìîêëèíè÷åñêóþ îðáèòó (èëè ìàòðèöû
ßêîáè â îñîáûõ òî÷êàõ, ñâÿçûâàþùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ îðáèòó) � íåâûðîæ-
äåíà (íåâûðîæäåíû). Ïåðâûé ðåçóëüòàò, â êîòîðîì ïîñëåäíåå óñëîâèå èãíîðè-
ðîâàëîñü (ìàòðèöà ßêîáè ïðåäïîëàãàëàñü ñèíãóëÿðíîé), áûë ïðåäñòàâëåí
â [4]. Îäíàêî íèêàêèõ óñëîâèé, ãàðàíòèðóþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñ-
êîé îðáèòû, â [4] ïðèâåäåíî íå áûëî (åå íàëè÷èå ïðîñòî ïîñòóëèðîâàëîñü).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ äîñòàòî÷íî îáùèõ êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì ñ ñèíãó-
ëÿðíîé ëèíåéíîé ÷àñòüþ ïðèâåäåíû êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò. Êðîìå òîãî, âûÿâëåíà ñâÿçü ýòèõ óñëîâèé ñ
ïðîáëåìîé ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîìåðíûõ äèñêðåòíûõ îòîáðàæåíèé, ãåíåðèðó-
þùèõ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé, â óêàçàííûõ ñèñòåìàõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Äàëåå ïîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðà óïîìÿíóòûõ âûøå îäíîìåðíûõ äèñêðåò-
íûõ îòîáðàæåíèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ðåøåíèÿ x(t) êëàññè-
÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

ẋ(t) + p(t)x(t) = q(t)xα(t),
�����������������
c⃝ Â. Å. Áåëîçåðîâ, 2013



32 Â. Å. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ

ãäå α = 2 è èçâåñòíûå ôóíêöèè p(t), q(t) ïåðåìåííîé t ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðå-
ðûâíûìè íà èíòåðâàëå (−∞,∞).

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Rn âåùåñòâåííîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ñèì-
âîë xT = (x1, ..., xn) ∈ Rn îáîçíà÷àåò íåèçâåñòíûé âåêòîð, êîîðäèíàòû êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè t. Ïóñòü òàêæå A = (aij), B1, ..., Bn ∈
Rn×n áóäóò âåùåñòâåííûìè ìàòðèöàìè, ïðè÷åì ìàòðèöû B1, ..., Bn ïðåäïîëà-
ãàþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè.

Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé 

ẋ1(t) =
n∑

j=1

a1jxj(t) + xT (t)B1x(t) ≡ f1(x(t)),

. . . . . . . . . . . . . . . . ,

ẋn(t) =

n∑
j=1

anjxj(t) + xT (t)Bnx(t) ≡ fn(x(t))

(1.1)

ïîðÿäêà n ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé xT (0) = (x10, ..., xn0) = x0.
Ñèìâîëîì x(t,x0) áóäåì îáîçíà÷àòü ðåøåíèå (òðàåêòîðèþ, îðáèòó) ñèñòå-

ìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùóþ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(0,x0) = x0. (Óñëîâèÿ òåî-
ðåìû Êîøè î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ âûïîëíåííûìè.)

Îïðåäåëåíèå 1.1. Çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ x(t,x0) ñèñòåìû (1.1) íàçûâàåòñÿ
ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòîé, åñëè ýòà òðàåêòîðèÿ ñõîäèòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå
ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðè t→ ±∞.

Ïóñòü xe ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç

D(xe) = (∂fi(x)/∂xj)(xe) ∈ Rn×n

ìàòðèöó ßêîáè âåêòîð-ôóíêöèè f(x) = (f1(x), ..., fn(x))
T â ïîëîæåíèè ðàâíî-

âåñèÿ xe; i, j = 1, ..., n.

Òåîðåìà 1.1. (Ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òåîðåìà Øèëüíèêîâà [6]). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî n = 3, è ïóñòü α, β± iγ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû
D(xe), ãäå α, β, γ ∈ R, α · β < 0 è γ ̸= 0 (ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ
ñåäëî-ôîêóñîì).

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) |α| > |β|;
2) ñóùåñòâóåò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçûâàþùàÿ òî÷êó xe.
Òîãäà:
1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû ñóùåñòâóåò ñ÷åò-

íîå ÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, çàäàþùèõ äèñêðåòíóþ äèíàìèêó ñèñòåìû (1.1);
2) äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî C1-ãëàäêîãî âîçìóùåíèÿ g(x) = (g1(x),

..., gn(x))
T ôóíêöèè f(x) â ñèñòåìå (1.1), âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ẋ(t) = g(x)

∈ Rn èìååò ïî êðàéíåé ìåðå êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäêîâ Ñìåéëà, îïðåäåëÿþùèõ
äèñêðåòíóþ äèíàìèêó âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû;
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3) èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1.1) è âîçìóùåííàÿ ñèñòåìà ẋ(t) = g(x) èìåþò
îäèí è òîò æå òèï õàîñà, ïîðîæäåííîãî ïîäêîâàìè Ñìåéëà.

Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ Ws(e0) è Wu(e0) [7] äëÿ íåêî-
òîðîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ e0 ñèñòåìû (1.1) ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê:

Ws(e0) := {x0 ∈ Rn| lim
t→∞

x(t,x0) = e0},

Wu(e0) := {x0 ∈ Rn| lim
t→−∞

x(t,x0) = e0}.

Òåîðåìà îá óñòîé÷èâîì è íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèÿõ [7] óòâåðæäàåò,
÷òî ëîêàëüíî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå Wu

loc(e0) ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè e0. Êðîìå òîãî,Wu

loc(e0) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì,
êàñàþùèìñÿ íåóñòîé÷èâîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Eu(e0) ìàòðèöû
D(e0) â òî÷êå e0 (D · Eu ⊂ Eu). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ãëîáàëüíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wu(e0) :=
∪
t>0

ϕt(Wu
loc(e0)),

ãäå ϕt îáîçíà÷àåò ïîòîê ñèñòåìû (1.1).
Èçâåñòíî [7], ÷òîWu(e0) ÿâëÿåòñÿ l-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì (l � êîëè÷åñò-

âî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû D(e0) ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé ÷àñ-
òüþ), îïðåäåëåííûì êàê ãëîáàëèçàöèÿ Wu

loc(e0) ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà ϕt. Çà-
ìåòèì, ÷òî ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå Ws

loc(e0) è óñòîé÷èâîå ìíî-
ãîîáðàçèå Ws(e0) îïðåäåëÿþòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì ïîñëå îïåðàöèè çàìåíû
çíàêà âðåìåíè t→ −t, à èìåííî:

Ws(e0) :=
∪
t<0

ϕt(Ws
loc(e0)).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî e0 = 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ts,Tu è Tc èíâàðèàíòíûå îò-
íîñèòåëüíî îïåðàòîðà A ïîäïðîñòðàíñòâà â Rn òàêèå, ÷òî ñïåêòð îãðàíè÷å-
íèÿ A|Ts ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè
÷àñòÿìè, îãðàíè÷åíèÿ A|Tu � èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåùå-
ñòâåííûìè ÷àñòÿìè è îãðàíè÷åíèÿA|Tc � èç íóëåâûõ è ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë. (Îïåðàòîð A äëÿ ñèñòåìû (1.1) çàäàåòñÿ ìàòðèöåé A.)

Òåîðåìà 1.2. (Àäàìàðà � Ïåððîíà [7].) Ïóñòü f(x) åñòü Cr-ãëàäêîå âåêòîð-
íîå ïîëå ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êîé 0 è ëèíåéíîé ÷àñòüþ Ax â íóëå.
Òîãäà ñèñòåìà (1.1) èìååò äâà Cr-ãëàäêèõ èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïî-
òîêà ϕt ìíîãîîáðàçèÿWs(0) èWu(0), ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç 0 è êàñàþùèõñÿ â íó-
ëå ïðîñòðàíñòâ Ts è Tu ñîîòâåòñòâåííî. Ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
íà Ws(0)(Wu(0)) ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t→ ∞(t→ −∞).

Åñëè æå Tc ̸= 0, òî ñóùåñòâóåò åùå òðåòüå Cr−1-ãëàäêîå èíâàðèàíòíîå
ìíîãîîáðàçèåWc(0), ïðîõîäÿùåå ÷åðåç 0 è êàñàþùååñÿ â íóëå ïîäïðîñòðàíñò-
âà Tc.
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Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
ẋ1(t) = xT (t)B1x(t),
. . . . . . . . ,
ẋn(t) = xT (t)Bnx(t)

(1.2)

ñ âåêòîðîì íà÷àëüíûõ äàííûõ xT (0).
Ââåäåì â ñèñòåìó (1.2) ïåðåìåííóþ y(t) ïî ôîðìóëå x(t) = Sy(t), ãäå

S ∈ Rn×n � îáðàòèìàÿ ìàòðèöà. Òîãäà ïîëó÷èì: ẏ1(t)
...

ẏn(t)

 = S−1

 (Sy(t))TB1(Sy(t))
...

(Sy(t))TBn(Sy(t))

 . (1.3)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðèíèìàåò âèä: y(0) = S−1x(0).
Ïóñòü n = 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ îáðàòèìàÿ ìàòðèöà S òàêàÿ,

÷òî â ïåðåìåííûõ y1, ..., yn ñèñòåìà (1.3) ïðèíèìàåò âèä:
ẏ1(t) = a11y

2
1 + 2a12y1y2 + a22y

2
2 + 2a13y1y3 + 2a23y2y3 + a33y

2
3,

ẏ2(t) = 2b12y1y2 + b22y
2
2 + 2b13y1y3 + 2b23y2y3 + b33y

2
3,

ẏ3(t) = 2c13y1y3 + 2c23y2y3 + c33y
2
3.

(1.4)

Â äàëüíåéøåì òàêîé âèä ñèñòåìû (1.3) áóäåò íàçûâàòüñÿ òðåóãîëüíûì [1];
ñèñòåìà æå (1.1), ó êîòîðîé êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü èìååò âèä (1.4), áóäåò íàçû-
âàòüñÿ ñèñòåìîé ñ òðåóãîëüíîé êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ.

2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ â ñèñòåìå
(1.1) ñ òðåóãîëüíîé êâàäðàòè÷íîé ÷àñòüþ

Ïóñòü n = 3. Ïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî x1 = x, x2 = y, x3 = z. Ðàññìîò-
ðèì ñèñòåìó  ẋ(t)

ẏ(t)
ż(t)

 = D ·

 x
y
z


+

 a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13xz + 2a23yz + a33z
2

2b12xy + b22y
2 + 2b13xz + 2b23yz + b33z

2

2c13xz + 2c23yz + c33z
2

 , (2.1)

ãäå λ1 = µ, λ2,3 = ρ± iω, i =
√
−1 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû D è ρ ·ω ̸= 0,

µ · ρ ≤ 0 (ìû ïîëàãàåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè µ ≤ 0 è ρ > 0).
Ââåäåì êâàäðàòè÷íûå ôîðìû:

f(x, y) = b12(a11 − 2b12)x
2 + b12(2a12 − b22)xy + b12a22y

2

è
g(x, y, z) = c13(a11 − 2c13)x

2 + 2(c13a12 + c23b12 − 2c13c23)xy
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+(c13a22 + c23b22 − 2c223)y
2 + (2c13a13 + 2c23b13 − c13c33)xz

+(2c13a23 + 2c23b23 − c23c33)yz + (c13a33 + c23b33)z
2 ≡

g1x
2 + 2g2xy + 2g3xz + g4y

2 + 2g5yz + g6z
2.

Òåîðåìà 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (2.1) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

(a1) êâàäðàòè÷íûå ôîðìû f(x, y) è g(x, y, z) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíû;

(a2) a11(a11 − 2b12) < 0;

(a3) âåêòîð (α, 0, 0)T , α ̸= 0, íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàò-
ðèöû D.

Òîãäà â (2.1) ñóùåñòâóåò ëèáî ïðåäåëüíûé öèêë, ëèáî ïðåäåëüíûé òîð,
ëèáî èìååò ìåñòî ñëîæíàÿ íåðåãóëÿðíàÿ (õàîòè÷åñêàÿ) äèíàìèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (a1) � (a3) òåîðåìû 2.1, ãàðàíòèðó-
þùèå îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1), åñòü íå ÷òî èíîå êàê óñëîâèÿ
òåîðåìû 3 [1], ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ ñëó÷àÿ n = 3. Èç óñëîâèé (a1),(a2) òåîðå-
ìû 2.1 âûòåêàåò òàêæå, ÷òî â ñèñòåìå (2.1) ïðè D = 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íûé ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð � òî÷êà 0. Ê ýòîé òî÷êå ïðèòÿãèâàþòñÿ âñå ðåøå-
íèÿ ñèñòåìû, åñëè èõ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íå ïðèíàäëåæàò âåêòîðó (α, 0, 0)T .

1. Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðèâåäåì ñèñòåìó (2.1) ê ôîðìå ẋ(t)

ẏ(t)
ż(t)

 =

 p11 p12 0
p21 p22 0
0 0 µ

 ·

 x
y
z

+

 f1(x, y, z)
f2(x, y, z)
f3(x, y, z)

 , (2.2)

ãäå äëÿ ïðîñòîòû ìû îñòàâèëè ñòàðûå îáîçíà÷åíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ x, y, z;
f1(x, y, z), f2(x, y, z), f3(x, y, z) � êâàäðàòè÷íûå ôîðìû.

2. Âû÷èñëèì â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé ôîðìóëîé [7] ïîêàçàòåëü Ëÿïóíî-
âà Λ äëÿ äåéñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(t):

Λ[f ] = lim
t→∞

1

t
ln

∣∣∣∣ f(t)f(t0)

∣∣∣∣ . (2.3)

Òîãäà â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé x(t), y(t), z(t) ñèñòåìû (2.2) äëÿ ëþáûõ
x0, y0 è z0, áóäåì èìåòü Λ[x(t)] ≤ 0, Λ[y(t)] ≤ 0 è Λ[z(t)] ≤ 0.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà:
(c1) åñëè ôóíêöèÿ f1(t) èìååò ñòðîãèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà Λ[f1(t)], òî

Λ[f1(t) · f2(t)] = Λ[f1(t)] + Λ[f2(t)];

(c2) åñëè m ≥ 0, òî Λ[tm] = 0;

(c3) åñëè Λ[f(t)] < 0, òî Λ[
∫∞
t f(τ)dτ ] ≤ Λ[f(t)];

(c4) Λ[f1(t) + f2(t)] ≤ max(Λ[f1(t)],Λ[f2(t)]);

(c5) Λ[d · f(t)] = Λ[f(t)](d ̸= 0).



36 Â. Å. ÁÅËÎÇÅÐÎÂ

Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.2) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

z(t) = z0 exp(µt) +

∫ t

0
exp (µ(t− τ)) · f3(x(τ), y(τ), z(τ))dτ ≡

≡ z1(t) + z2(t), (t > τ), (2.4)

ãäå z1(t) = z0 exp(µt), z2(t) = z(t) − z1(t). Òîãäà èç ñâîéñòâ (c1) � (c5) è
îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé x(t), y(t), z(t) ñëåäóåò, ÷òî åñëè µ = 0, òî Λ[z(t)] = 0.

Ïóñòü µ < 0. Òîãäà èç (c5) ñëåäóåò, ÷òî Λ[z1(t)] = µ. Èç (c1) è (c3) èìååì
Λ[exp (µ(t− τ)) · f3(x(τ), y(τ), z(τ))] = Λ[expµt] + Λ[f3(x(τ), y(τ), z(τ))] = µ+
0 = µ è, ïîòîìó, Λ[z2(t)] ≤ µ+ δ, ãäå δ ≤ 0. Òàêèì îáðàçîì, èç (c4) ïîëó÷àåì
Λ[z(t)] = Λ[z1(t) + z2(t)] = max(µ, µ+ δ) = µ < 0.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû (2.1) äëÿ ëþáûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ßêî-
áè è ïðè ëþáûõ ïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèÿ ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (2.1)
îïðåäåëÿþòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê) ÷åòûðüìÿ ñëåäóþùèìè âîçìîæ-
íîñòÿìè: (0, 0, 0); (−, 0, 0); (−,−, 0); (−,−,−).

Îðáèòû, äëÿ êîòîðûõ ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà (Λ[x(t)],Λ[y(t)],Λ[z(t)]) ïðè-
íèìàþò îäèí èç íàáîðîâ (−,−, 0), (−, 0,−) or (0,−,−), áóäóò ïðåäåëüíûìè
öèêëàìè. Òðàåêòîðèè, äëÿ êîòîðûõ ïîêàçàòåëè (Λ[x(t)],Λ[y(t)],Λ[z(t)]) ïðè-
íèìàþò îäèí èç íàáîðîâ (−, 0, 0), (0,−, 0) èëè (0, 0,−), ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëü-
íûìè òîðàìè. Åñëè (Λ[x(t)],Λ[y(t)],Λ[z(t)]) = (0, 0, 0), òî â ñèñòåìå (2.1) ìî-
æåò âîçíèêíóòü ñëîæíàÿ íåðåãóëÿðíàÿ (õàîòè÷åñêàÿ) äèíàìèêà.

Òåîðåìà 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (2.1) âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
2.1 âûïîëíåíû. Ìû òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå íåíóëåâûå ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ èëè ñåäëî-óçëàìè èëè ñåäëî-ôîêó-
ñàìè (âêëþ÷àÿ è ñèíãóëÿðíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ). Òîãäà â ñèñòåìå (2.1)
ñóùåñòâóþò èëè ïðåäåëüíûå öèêëû, èëè ãîìîêëèíè÷åñêèå èëè ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèå îðáèòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü Wu(0) áóäåò 2-ìåðíûì íåóñòîé÷èâûì, à Wc(0) �
1-ìåðíûì öåíòðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè O(0, 0, 0) (åñëè µ ̸= 0, òî ìíîãî-
îáðàçèå Wc(0) äîëæíî áûòü çàìåíåíî 1-ìåðíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì
Ws(0)). Òîãäà, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1), ÷àñòü òðàåêòî-
ðèé S1 ⊂ Wu(0) (Wu(0) − S1 = S2 ̸= ∅) ìîæåò áûòü ïðèòÿíóòà íåêîòîðûìè
ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.1) ëèáî óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèê-
ëîì; ñðåäè ýòèõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ è òî÷êà (0, 0, 0). Ýòî
îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ èëè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ îðáèò (ëè-
áî â ñèñòåìå èìååòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë).

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ìíîæåñòâà S2 ⊂ Wu(0) òàêàÿ,
÷òî S1

∩
S2 = ∅, íå ïðèòÿãèâàåòñÿ ëþáûì íåíóëåâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ.

Òîãäà, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1), òðàåêòîðèè ìíîæåñòâà
S2 ⊂Wu(0) äîëæíû ïðèòÿãèâàòüñÿ íåêîòîðûì óñòîé÷èâûì ïðåäåëüíûì öèê-
ëîì èëè òîðîì L.
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3. Ïóñòü µ = 0. Èçâåñòíî, ÷òî â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷à-
ëà êîîðäèíàò ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) èìåþò âèä: x(t) = exp(ρt)(x0 cos(ωt) −
y0 sin(ωt)), y(t) = exp(ρt)(x0 sin(ωt) + y0 cos(ωt)), z(t) = z0/(1− c33z0t) . Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî c33z0 < 0. Òîãäà öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå Wc(0) âáëèçè òî÷-
êè O òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ. Òåïåðü èç-
ìåíèì çíàê âðåìåíè íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Òîãäà àòòðàêòîð L ñòàíîâèòñÿ
íåóñòîé÷èâûì, îäíàêî òðàåêòîðèÿ Wc(0) äîëæíà áûòü ïðèòÿíóòà ýòèì àò-
òðàêòîðîì. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Wu(0)

∩
Wc(0) ̸= 0 è

òðàåêòîðèÿ Wc(0) ïðèòÿãèâàåòñÿ òî÷êîé O. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå (2.1)
ñóùåñòâóåò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçàííàÿ òî÷êîé O.

4. Ïóñòü µ ̸= 0. Òîãäà ðåøåíèå z(t) = z0/(1−c33z0t) äîëæíî áûòü çàìåíåíî
ðåøåíèåì z(t) = z0 exp(µt). Òåïåðü íåîáõîäèìî ïîâòîðèòü âñå ðàññóæäåíèÿ
ïóíêòà 3.

3. Ñóùåñòâîâàíèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ñèñòåìå (2.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ñèñòåìå (2.1) ìàòðèöà D èìååò ôîðìó:

D =

 d11 d12 d13
d21 d22 d23
0 0 d33

 . (3.1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ ∓ iω, d33 ñïåêòð ìàòðèöû D. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ρ > 0, ω > 0, d33 ≤ 0. Ïóñòü x0, y0 è z0 � íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû (2.1).
Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî x0 = y0 = 0 è z0 ̸= 0. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå
c13x(t) + c23y(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c13x(t)+c23y(t) = z(t)

[
c13

x(t)

z(t)
+c23

y(t)

z(t)

]
= z(t)

∫ t

t0

[
c13

˙(
x(τ)

z(τ)

)
+c23

˙(
y(τ)

z(τ)

)]
dτ

= z(t)

∫ t

t0

[
h(x(τ), y(τ), z(τ))

z2(τ)

]
dτ + z(t)

∫ t

t0

z(τ)

[
g(x(τ), y(τ), z(τ))

z2(τ)

]
dτ, (3.2)

ãäå

h(x, y, z) = 2[(d11 − d33)c13 + d21c23]xz + 2[d12c13 + (d22 − d33)c23]yz

+2[d13c13 + d23c23]z
2 ≡ 2h1xz + 2h2xy + h3z

2

è g(x, y, z) ââåäåííàÿ âûøå îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
ïåðåìåííûõ x, y, z.

Òàê êàê ∀t > 0, èìååì z(t) ̸= 0, òî ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

δ(t) =

∫ t

t0

[
h(x(τ), y(τ), z(τ))

z2(τ)

]
dτ, ν(t) =

∫ t

t0

[
g(x(τ), y(τ), z(τ))

z2(τ)

]
dτ.
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Ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû H è z ·G ôîðì h(x, y, z) è zg(x, y, z) èìåþò âèä:

H =

 0 0 h1
0 0 h2
h1 h2 h3

 , z ·G = z ·

 g1 g2 g3
g2 g4 g5
g3 g5 g6

 .

Ïóñòü z > 0. Çàïèøåì óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû
H + z · G [8]. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî, â ñèëó ñòðóêòóðû ìàòðèöû H, ïåðâûå
äâà óñëîâèÿ (g1 < 0, g1g4 − g22 > 0) ñîâïàäàþò ñ ïåðâûìè äâóìÿ óñëîâèÿìè
îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû G. Òðåòüå óñëîâèå èìååò ôîðìó:

det(H + z ·G) = z[(detG)z2 + v1z + v2] ≡ z[(detG)z2

+(g1g4h3 − 2g1g5h2 + 2g2g5h1 − g22h3 + 2g2g3h2 − 2g3g4h1)z

+(−g4h21 + 2g2h1h2 − g1h
2
2)] < 0.

Èç îòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû G ïîëó÷àåì detG < 0. Ïîýòî-
ìó äëÿ òîãî, ÷òîáû óñëîâèå det(H + z · G) < 0 áûëî âûïîëíåíî, íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äèñêðèìèíàíò Disc ≡ v21 − 4v2 detG êâàäðàòè÷íîãî ïî-
ëèíîìà (detG)z2 + v1z + v2 áûë îòðèöàòåëüíûì.

Ôóíêöèÿ c13x(t) + c23y(t) íå çàâèñèò ÿâíî îò z(t). Ïîýòîìó åñëè z ≤ 0,
òî óñëîâèå Disc < 0 ñíîâà ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ òîãî,
÷òîáû (detG)z2 + v1z + v2 < 0.

Òåîðåìà 2.2 íå äàåò îòâåòà íà âîïðîñ î òîì, êàêèå êîíêðåòíî îðáèòû (ãîìî-
êëèíè÷åñêèå èëè ãåòåðîêëèíè÷åñêèå) ïðèñóòñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé
ñèñòåìû (2.1)? Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà çàêðûâàåò ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (2.1) âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
2.2 âûïîëíåíû. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà D èìååò ôîðìó (3.1).
Ñèìâîëàìè (x∗i , y

∗
i , z

∗
i ) îáîçíà÷èì âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (2.1),

äëÿ êîòîðûõ z∗i = 0; i = 1, ...,m. Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ßêîáè
ñèñòåìû (2.1) â òî÷êå (x∗i , y

∗
i , 0) ðàâíû ai ± bi

√
−1, ci, ãäå ai ̸= 0, aici ≤ 0.

Òîãäà åñëè g1 < 0, g1g4 − g22 > 0, detG < 0, Disc < 0, òî ïðè ïîäõîäÿùåì
d33 ∀i ∈ {1, ...,m} ñóùåñòâóåò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçàííàÿ òî÷êîé
(x∗i , y

∗
i , 0) è öåëèêîì ðàñïîëîæåííàÿ èëè â âåðõíåé z ≥ 0 èëè â íèæíåé z ≤ 0

ïîëóïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ðåøåíèå z(t) òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ñ
ìàòðèöåé D (3.1) (ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè):

ż(t) = c33z
2(t) + [c13x(t) + c23y(t) + d33]z(t). (3.3)

Óïîìÿíóòîå ðåøåíèå èìååò ôîðìó

z(t) =
z0 exp(q(t))

1− c33z0
∫ t
t0
exp(q(τ))dτ

, (3.4)
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ãäå q(t) =
∫ t
t0
[c13x(τ) + c23y(τ) + d33]dτ è ∀t > 0

∫ t
t0
exp(q(τ))dτ > 0.

Èç (3.4) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû ìîæåò áûòü
ãàðàíòèðîâàíî óñëîâèåì limt→∞ c13x(t) + c23y(t) ≤ 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî
óñëîâèå áûëî ðåàëèçîâàíî, äîñòàòî÷íî, ÷òîáû det(H + z · G) < 0. Ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó:

lim
z→∞

det(H + z ·G) = lim
z→∞

z[(detG)z2 + v1z + v2] = −∞.

Òàê êàê d33 ≤ 0, òî èç (3.2) è (3.4) ñëåäóåò, ÷òî

lim
t→∞

q(t) = lim
t→∞

[∫ t

t0

[c13x(τ) + c23y(τ)dτ ] + d33(t− t0)

]
= −∞

è ïîòîìó äëÿ d33 < 0 èìååì limt→∞ z(t) = 0.
ÏóñòüWs(x∗i , y

∗
i , 0) (Wu(x∗i , y

∗
i , 0)) áóäåò óñòîé÷èâûì (íåóñòîé÷èâûì) ìíî-

ãîîáðàçèåì òî÷êè (x∗i , y
∗
i , 0); i ∈ 1, ...,m. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà÷àëüíûå çíà÷å-

íèÿ (x0, y0, z0) ∈Wu(x∗i , y
∗
i , 0).

Âûøå áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: lim
t→∞

(x(t), y(t), z(t)) = (x∗i , y
∗
i , 0).

Òåïåðü âûïîëíèì çàìåíó t→ −t. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì:

lim
t→−∞

q(t) = lim
t→−∞

[∫ t

t0

[c13x(τ) + c23y(τ)dτ ] + d33(−t+ t0)

]
,

ãäå −d33t > 0. Òàê êàê âûðàæåíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà íåïîëîæèòåëüíî, òî
âûáîðîì d33 âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî limt→−∞ q(t) < 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 2.1 âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) îñòàíóòñÿ îãðà-
íè÷åííûìè. Â òàêîì ñëó÷àå èìååì ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî:

0 ≤ lim
t→∞

∫ t

t0

exp(q(τ))dτ = ∞.

Òîãäà èç (3.4) ñëåäóåò, ÷òî limt→−∞(x(t), y(t), z(t)) = (x∗i , y
∗
i , 0). Ïîýòîìó ñó-

ùåñòâóåò òî÷êà (x0, y0, z0) ∈Ws(x∗i , y
∗
i , 0). Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ãîìî-

êëèíè÷åñêîé îðáèòû, ñâÿçàííîé òî÷êîé (x∗i , y
∗
i , 0); i = 1, ...,m.

Ïóñòü d33 = 0. Òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé
îðáèòû ìîæíî ïðèìåíèòü ïóíêò 3 òåîðåìû 2.2. Â ýòîì ñëó÷àå âáëèçè ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (x∗i , y

∗
i , 0) ìíîãîîáðàçèåWs(x∗i , y

∗
i , 0) (èëèWu(x∗i , y

∗
i , 0)) äîë-

æíî áûòü çàìåíåíî öåíòðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì Wc(x∗i , y
∗
i , 0), i ∈ {1, ...,m}.

Ëîêàëèçàöèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìîé óðàâíåíèÿ
(3.3) è ëåììîé 1 [1].

Òåîðåìà 1.1 îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ñèñòå-
ìå (1.1) ïðè n = 3. Òîãäà òåîðåìà 3.1 ñîâìåñòíî ñ òåîðåìîé 1.1 ïîçâîëÿåò
ñêîíñòðóèðîâàòü äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå, ïîðîæäàþùåå õàîòè÷åñêóþ äèíà-
ìèêó â ñèñòåìå (2.1).
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Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 3.1 ñèñòåìà (2.1) äîëæíà èìåòü ãîìîêëèíè÷åñêóþ
îðáèòó.

Ââåäåì ñå÷åíèå Ïóàíêàðå P , çàäàííîå óðàâíåíèåì c13x + c23y = 0. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç t0 íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òàêîé, ÷òî c13x(t0) + c23y(t0) = 0
((x(t0), y(t0), z(t0)) ∈ P ). Ïóñòü t1 = t0 + T0 áóäåò ñëåäóþùèì ìîìåíòîì ïðî-
õîæäåíèÿ òðàåêòîðèè (x(t), y(t), z(t)) ÷åðåç ïëîñêîñòü P . Òîãäà èç (3.4) ñëå-
äóåò, ÷òî

z(t0 + T0) =
z(t0) exp(q(t0 + T0))

1− c33z(t0)
∫ t0+T0

t0
exp(q(τ))dτ

. (3.5)

Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè x(t), y(t), z(t) è x(t)/z(t), y(t)/z(t) îãðàíè÷å-
íû. Ïîýòîìó, â ñèëó òîãî, ÷òî ∀t > 0 z(t) ̸= 0, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîíñòàí-
òû

δ0 =

∫ t0+T0

t0

[
h(x(τ), y(τ), z(τ))

z2(τ)

]
dτ, ν0 =

∫ t0+T0

t0

[
g(x(τ), y(τ), z(τ))

z2(τ)

]
dτ < 0.

Òîãäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå èçâåñòíóþ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè îïðåäå-
ëåííîãî èíòåãðàëà, èç (3.2) ïîëó÷àåì:∫ t0+T0

t0

(c13x(τ) + c23y(τ))dτ =

∫ t0+T0

t0

(δ(τ)z(τ) + ν(τ)z(τ)z(ξ)) · dτ =

= ((δ(ω)z(ω) + ν(ω)z(ω)z(ξ)) · T0,

ãäå ξ ∈ (t0, t0 + T0), ω ∈ (t0, t0 + T0).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â òåîðåìå 3.1 bi ̸= 0; i = 1, ...,m. Òîãäà ôóíêöèè

x(t) è y(t) áóäóò îñöèëëèðóþùèìè â îêðåñòíîñòè ëþáîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ (x∗i , y

∗
i , 0); i = 1, ...,m. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ c13x(t) + c23y(t) (è, çíà÷èò, è

ôóíêöèÿ z(t)) áóäåò òàêæå îñöèëëèðóþùåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ââåñòè
îáîçíà÷åíèÿ: t1 = t0+T0, ..., tk = tk−1+Tk−1 (tk � ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû
ïðîõîæäåíèÿ òðàåêòîðèåé ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå P ) è

δk =

∫ tk+Tk

tk

[
h(x(τ), y(τ), z(τ))

z2(τ)

]
dτ,

νk =

∫ tk+Tk

tk

[
g(x(τ), y(τ), z(τ))

z2(τ)

]
dτ < 0, k = 1, 2, ...

Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì k zk = z(tk) ≈ z(ξk), ãäå ξk ∈
(tk, tk + Tk) . Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (x∗, y∗, 0),
â êîòîðîé âûðàæåíèå (3.5) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå:

zk+1 =
zk exp(d33Tk + δkzkTk + νkz

2
kTk)

1− c33zk
∫ Tk

0 exp(q(ξ))dξ
, νk < 0.
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(Çäåñü çíàìåíàòåëü ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé.)
Ïðèìåíÿÿ âòîðóþ òåîðåìó î ñðåäíåì çíà÷åíèè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

ê çíàìåíàòåëþ ïîñëåäíåé ôîðìóëû (ôóíêöèÿ exp(q(ξ)) � óáûâàþùàÿ è ïîëî-
æèòåëüíàÿ), ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî:

zk+1 =
zk exp(d33Tk + δkzkTk + νkz

2
kTk)

1− c33zkωk
, νk < 0, 0 < ωk < Tk.

Ïîëîæèì
√
−νkTkzk = wk, pk = δkTk/

√
−νkTk è

γk = − c33ωk√
−νkTk

, rk = exp
d33Tk√
−νkTk

, k = 0, 1, ....

Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé îðáèòû ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî Tk ≈ T > 0, rk ≈ r > 0, γk ≈ γ, è pk ≈ p. Òîãäà ïîëó÷àåì íîâóþ
äèñêðåòíóþ ìîäåëü:

wk+1 = α(wk) ≡
rwk exp(pwk − w2

k)

1 + γwk
, k = 0, 1, ..., (3.6)

êîòîðàÿ îïèñûâàåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (2.1) ïðè îïðåäå-
ëåííûõ çíà÷åíèÿõ r > 0, γ ∈ (−d,∞), è p ∈ R. ×èñëî d > 0 äîëæíî áûòü
âûáðàíî òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî k 1 + γwk > 0.
(Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íàëè÷èå ìíîæèòåëÿ exp(−w2

k) â ôîðìóëå (3.6) ãàðàíòè-
ðóåò òî, ÷òî ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w0, w1, w2, ... áóäåò îãðàíè-
÷åíà.)

Òåîðåìà 3.2. Åñëè p ≥ γ ≥ 0, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî r > 0 òàêîå, ÷òî
äèñêðåòíîå îòîáðàæåíèå (3.6) ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå îòîáðàæåíèå

α(v) =
rv exp(pv − v2)

1 + γv
, v ∈ V = [0,∞).

Ïóñòü r > 0, p > 0 è γ > 0. Òîãäà êîðíè óðàâíåíèÿ α
′
(v) = 0 îïðåäåëÿþòñÿ

êîðíÿìè óðàâíåíèÿ 2γv3+(2−pγ)v2−pv−1 = 0. Èçâåñòíàÿ òåîðåìà Äåêàðòà î
÷èñëå ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé ïîëèíîìà óòâåðæäàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî
îäèí ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü v∗ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òàê êàê α(v) ≥ 0 íà
èíòåðâàëå [0,∞) è α ′(v∗−δ) > 0, è α ′(v∗+δ) < 0 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ >
0, òî êîðåíü v∗ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìàêñèìóìîì ôóíêöèè α(v) íà ýòîì
èíòåðâàëå. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ α(v) áóäåò íåìîíîòîííîé è óíèìîäàëü-
íîé íà íòåðâàëå [0,∞): èíòåðâàë [0, v∗) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì âîçðàñòàíèÿ, à
èíòåðâàë (v∗,∞) � èíòåðâàëîì óáûâàíèÿ.

Ïîëîæèì W = [0, 1]. Ñèìâîëîì d(a, b) = |a − b|, ∀a, b ∈ W îïðåäåëèì
ìåòðèêó íà ïðîñòðàíñòâåW. ßñíî, ÷òîW � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïóñòü T : V → W áóäåò íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, çàäàííûì ôîðìóëîé
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w = (2/π) · arctg v. Òàê êàê limv→∞(2/π) · arctg v = 1, òî ìû ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî T � ãîìåîìîðôèçì è T(V) =W, T−1(W) = V.

Îïðåäåëèì ôîðìóëîé

ϕ(w) = T−1(α(T(w))) ≡ 2

π
arctg

(
tg
πw

2
· r

1 + γ tg πw
2

·exp
(
p ·tg πw

2
−tg2

πw

2

))
(3.7)

íåïðåðûâíîå, ñîïðÿæåííîå îòîáðàæåíèþ α, îòîáðàæåíèå ϕ :W→W [9].
Ïóñòü f : X → X � îòîáðàæåíèå ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

â ñåáÿ. Íàïîìíèì [9], ÷òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ õàîòè÷åñêèì, åñëè f
òðàíçèòèâíî (òî åñòü â X ñóùåñòâóåò ïëîòíàÿ îðáèòà) è ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè
ôóíêöèè f ïëîòíû â X.

a)Ïëîòíîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
ϕ−1(w) èìååò äâå âåòâè: ϕ−1

1 (w) è ϕ−1
2 (w), ãäå êàæäîå èç îòîáðàæåíèé ϕ−1

1 (w)
è ϕ−1

2 (w) îáðàòèìî.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Φ :W→W ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

Φ(w) = ϕ−1
i1

(ϕ−1
i2

(...(ϕ−1
ik

(w)))), k = 2, 3, ...

ãäå èëè ik = 1 èëè ik = 2. ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ(w) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì.
Îòîáðàæåíèå Φ(w) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó w∗.

Èçâåñòíî, ÷òî íåïîäâèæíîé òî÷êå w∗ îòîáðàæåíèÿ Φ(w) ñîîòâåòñòâóåò íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà w∗∗ îòîáðàæåíèÿ ϕ(k)(w) = ϕ(ϕ(...ϕ(w))). Òî÷êå w∗∗ îòîáðàæå-
íèÿ ϕ(k)(w) ñîîòâåòñòâóåò èëè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èëè m-öèêë îòîáðàæåíèÿ
ϕ(w). Åñëè w∗∗ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ϕ(w), òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî
ïðè i1 = i2. Òàê êàê ìîæíî âçÿòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå k è ïðîèçâîëüíî
âûáðàòü ÷èñëà i1, i2 îò 1 äî 2, òî èç óñëîâèÿ ϕ−1

1 (ϕ−1
2 (w)) ̸= ϕ−1

2 (ϕ−1
1 (w))

ñëåäóåò, ÷òî íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ϕ(w) ìîæåò èìåòü ëþáîå ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî öèêëîâ ðàçëè÷íîé êðàòíîñòè è íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íåïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîéØàðêîâñêîãî [9], íàëè÷èå â îäíîìåðíîé äèñêðåò-
íîé ñèñòåìå öèêëîâ ïåðèîäà 3 âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå öèêëîâ ëþáûõ
ïåðèîäîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå wi+1 = ϕ(wi) ñóùåñòâóþò âñå öèêëû ñ
ïåðèîäàìè 2i, i = 0, 1, 2, .... Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Çèíãåðà [9], â äèñêðåò-
íîé ñèñòåìå wi+1 = ϕ(wi), i = 0, 1, 2, ..., ïðè ëþáîì n è íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ r = rn, p = pn, γ = γn ñóùåñòâóþò âñå íåóñòîé÷èâûå öèêëû ïå-
ðèîäîâ 2i, i = 0, ..., n − 1 è îäèí óñòîé÷èâûé öèêë ïåðèîäà 2n. Åñëè r = r∞,
p = p∞, è γ = γ∞, ãäå r∞, p∞, è γ∞ � ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ â ïðîöåñ-
ñå (3.6) ïðèñóòñòâóþò 3-öèêëû, òî îòîáðàæåíèå ϕ(w) èìååò ïîëóóñòîé÷èâóþ
òðàåêòîðèþ S â ëþáîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè êîòîðîé ëåæàò òî÷êè ñ÷åò-
íîãî ìíîæåñòâà íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ âñåõ ïåðèîäîâ 2i, i = 0, 1, 2, .... Ïîýòîìó
ìíîæåñòâî âñåõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïëîòíî âW. (Ëþáàÿ òî÷êà S ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé.)

b)Òðàíçèòèâíîñòü. Â ðàáîòàõ [2, 3] ïîêàçàíî, ÷òî îäíîìåðíîå îòîáðàæå-
íèå α0(v) = rv exp(−v), v ∈ [0,∞), ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì. Ââåäåì ãîìåîìîð-
ôèçì H : V→ V ïî ôîðìóëå H(v) = 2v2.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèþ q : V→ V ñîãëàñíî ôîðìóëå:

q(v) = H−1(α0(H(v))) =
√
rv · exp(−v2).

ßñíî, ÷òî ôóíêöèè α0(v) è q(v) íåïðåðûâíî ñîïðÿæåíû îòíîñèòåëüíî îòîáðà-
æåíèÿ H. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ α0(v) õàîòè÷íà, òî ôóíêöèÿ q(v)
òàêæå õàîòè÷íà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ∀v ∈ V èìååì:

α(v) = rv exp(−v2) · exp(pv)
1 + γv

≡ rv exp(−v2) · λ(v),

ãäå λ > 1 ïðè p ≥ γ > 0 è ∀v > 0. Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ rv exp(−v2) õàî-
òè÷íà äëÿ íåêîòîðîãî r > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòà æå ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
òðàíçèòèâíîé.

Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ (3.7) â ôîðìå:

ϕ(w) =
2

π
arctan

(
r tan

πw

2
· µ(w) · exp

(
− tan2

πw

2

))
,

ãäå

µ(w) =

exp

(
p · tan πw

2

)
1 + γ tan πw

2

> 1

ïðè p ≥ γ > 0 è ∀w ∈W.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ0(w) =
2

π
arctan

(
r tan

πw

2
· exp

(
− tan2

πw

2

))
≡ 2

π
arctan(r · η(w)).

(Îíà ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé ϕ(w) ïðè p = 0 è γ = 0.)
Â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè ôóíêöèè rv exp(−v2) ôóíêöèÿ ϕ0(w) òàêæå áóäåò

òðàíçèòèâíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U1,U2 ⊂W
ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî ϕ(n)0 (U1) ∩ U2 ̸= ∅ [9].

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðàíçèòèâíîñòü ϕ0(w) ýêâèâàëåíòíà óñëîâèþ: äëÿ

ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ W
∪∞

n=0 ϕ
(n)
0 (U) = W, ãäå A � çàìûêàíèå

ìíîæåñòâà A. Òàê êàê ∀w ∈ W, ìû èìååì ϕ0(w) ≤ ϕ(w), òîãäà îòñþäà ïðè
µ > 1 ñëåäóåò, ÷òî ∀wi, wj ∈W:

d(ϕ0(wi), ϕ0(wj)) =

=
2

π

∣∣∣∣arctan(r · η(wi))− arctan(r · η(wj))

∣∣∣∣ = 2

π

∣∣∣∣arctan r(η(wi)− η(wj))

1 + η(wi)η(wj)

∣∣∣∣<
<

2

π

∣∣∣∣arctan r · (µ(wi)η(wi)− µ(wj)η(wj))

1 + µ(wi)µ(wj)η(wi)η(wj)

∣∣∣∣= d(ϕ(wi), ϕ(wj)).
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Ïîýòîìó ∀wi, wj ∈ U, è äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ≥ 0 èìååì:

n∑
i=0

d(ϕ
(i)
0 (wi), ϕ

(i)
0 (wj)) <

n∑
i=0

d(ϕ(i)(wi), ϕ
(i)(wj)).

Ñëåäîâàòåëüíî,
∪∞

n=0 ϕ
(n)(U) =W è ôóíêöèÿ ϕ(w) (ýòî çíà÷èò, ÷òî è ôóíêöèÿ

α(v)) òðàíçèòèâíà. Îêîí÷àòåëüíî, èç a) è b) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ r, p
è γ ôóíêöèÿ α(v) ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷íîé [9].

4. Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñèñòåìû:
ẋ(t) = 2x− 9y + 12z − 3x2 − xy + xz + y2 − z2,
ẏ(t) = 9x+ 2y − 13z − 7xy + yz + 2.5y2 − 2.5z2,
ż(t) = z2 − 7xz + 3yz;

(4.1)


ẋ(t) = 2x− 20z + 3x2 − 2y2 − 2xz − 2yz − z2,
ẏ(t) = −x+ 8xy + 4yz + 4xz + 4y2 + z2,
ż(t) = 20x+ 2z + z2 + 4xz + 2yz.

(4.2)

Äëÿ ñèñòåì (4.1) è (4.2) âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1 âûïîëíåíû è ïîòîìó
ëþáàÿ èç ýòèõ ñèñòåì ñîäåðæèò ãîìîêëèíè÷åñêóþ îðáèòó.
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-75

62

-170
-70 x(t)

30

200
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45
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z(t)

145

(a) (b)
Ðèñ. 1. Ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû (4.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (0, 0, 0.01)

(a) è ñèñòåìû (4.2) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (0,−1, 0) (b). Ñóùåñòâóåò
ãîìîêëèíè÷åñêàÿ îðáèòà, ñâÿçàííàÿ òî÷êîé (0; 0; 0), è õàîòè÷åñêèå

àòòðàêòîðû ãîìîêëèíè÷åñêîãî òèïà.



ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÁÅÐÍÓËËÈ È ÕÀÎÑ 45

Áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû îòîáðàæåíèÿ (3.6) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ r > 0, γ > 0 è p ïðåäñòàâëåíû íèæå íà ðèñ. 2 è 3. Ýòè
äèàãðàììû ïîêàçûâàþò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ (3.6) è ñèñòåì
(4.1) � (4.2).
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Ðèñ. 2. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ (3.6) ïðè γ = 1
è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ p
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Ðèñ. 3. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà îòîáðàæåíèÿ (3.6) ïðè p = 2
è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ γ
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5. Âûâîäû

1. Äîêàçàíû òåîðåìû 2.1 è 2.2, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå â ñèñòåìå
(2.1) ðàçëè÷íûõ òèïîâ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ. Òàêæå äîêàçàíà òåîðåìà 3.1,
ïîêàçûâàþùàÿ ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ îðáèò äëÿ îäíîé
è òîé æå ñèñòåìû (2.1).

2. Ïîñòðîåíî íîâîå ýêñïîíåíöèàëüíîå äèñêðåòíîå îäíîìåðíîå îòîáðàæå-
íèå (3.6), ãåíåðèðóþùåå õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé â ñèñòåìå (2.1).

3. Äîêàçàíà òåîðåìà 3.2, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå (3.6) áóäåò õàî-
òè÷íûì äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â ýòî îòîáðàæåíèå.
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