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Íà ïðèìåðå ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Õîïôà èçó÷åíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ñåòî÷íûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ìåòîäó

ïðîòèâ ïîòîêà ïåðâîãî ïîðÿäêà è Ëàêñà �Ôðèäðèõñà âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, ê òî÷íîìó îáîáù�åííîìó ýíòðîïèéíîìó ðåøåíèþ.

Îöåíêà ñõîäèìîñòè âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà, âõîäÿùåãî

â îïðåäåëåíèå îáîáù�åííîãî ýíòðîïèéíîãî ðåøåíèÿ ïî Êðóæêîâó, äëÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé ðåøåíèé íà ñåòêàõ, ñ óìåíüøàþùèìèñÿ âäâîå øàãàìè. Ïîêàçàíî,

÷òî ïîðÿäîê ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ ðåøåíèé íå âûøå ïåðâîãî, íåçàâèñè-

ìî îò ïîðÿäêà âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíòðîïèéíîå ðåøåíèå ïî Êðóæêîâó, ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ïîëîñå S(T ) = R× (0, T ]:
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 , (x, t) ∈ S(T ) ,

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ R ,
(1.1)

äîïóñêàåò ãëàäêîå ðåøåíèå òîëüêî â ìàëîì, èç�çà ÿâëåíèÿ îïðîêèäûâàíèÿ
(ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôû) [1�4]. Çàäà÷à Êîøè äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ:

∂u

∂t
+
∂f(u)

∂x
= 0 , (x, t) ∈ S(T ) ,

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ R ,
(1.2)

ãäå f ′(u) = a(u), äîïóñêàåò îáîáù�åííîå ðåøåíèå â öåëîì, êîòîðîå ìîæíî
îïðåäåëèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè [1�6].

Îïðåäåëåíèå 1.1. Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ u(x, t)∈L1, loc(S(T )) íàçûâàåòñÿ
îáîáù�åííûì ïî Ñîáîëåâó ðåøåíèåì çàäà÷è (1.2), åñëè ∀ ϕ(x, t) ∈ C̊ (1,1)(S(T ))
âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî:
�����������������
c⃝ Ð.Â. Åðèíà, È.Å. Ïëàòîíîâà, 2014
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¨
S(T )

{
u
∂ϕ

∂t
+ f(u)

∂ϕ

∂x

}
dxdt −

ˆ +∞

−∞
u0(x)ϕ(x, 0) dx = 0 . (1.3)

Ïðèðîäà îáîáù�åííîãî ðåøåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîÿâëåíèè ðàçðûâîâ ôóíê-
öèè u(x, t). Èç îïðåäåëåíèÿ (1.3) èëè èíòåãðàëüíîé ôîðìû çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

˛
C
u dx− f(u) dt = 0 , (1.4)

ãäå C � êóñî÷íî�ãëàäêàÿ ãðàíèöà êîíå÷íîé îáëàñòè D ⊂ S(T ), ñëåäóåò óñëî-
âèå íà ðàçðûâå x = x(t) (óðàâíåíèå Ðåíêèíà �Ãþãîíèî):

D (u(x(t) + 0, t) − u(x(t) − 0, t)) = f(u(x(t) + 0, t)) − f(u(x(t) − 0, t)) , (1.5)

ãäå D = x′(t) � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ðàçðûâà.
Îáîáù�åííîå ðåøåíèå ñ ðàçðûâîì, âîîáùå ãîâîðÿ, íååäèíñòâåííî, è äîïó-

ñòèìîå îáîáù�åííîå ðåøåíèå, íàçûâàåìîå ýíòðîïèéíûì, îòáèðàåòñÿ èç óñëî-
âèÿ âûïîëíåíèÿ ýíòðîïèéíîãî íåðàâåíñòâà [1�7]

¨
S(T )

{
U(u)

∂ϕ

∂t
+ F (u)

∂ϕ

∂x

}
dxdt > 0 , (1.6)

ãäå U(u) � ýíòðîïèÿ, F (u) � ýíòðîïèéíûé ïîòîê. Ýíòðîïèéíîå óñëîâèå (1.6)
âñòðîåíî â îïðåäåëåíèå îáîáù�åííîãî ðåøåíèÿ Êðóæêîâûì [8,9].

Îïðåäåëåíèå 1.2. Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) ∈ L1, loc(S(T )) íàçûâàåòñÿ
îáîáù�åííûì ïî Êðóæêîâó ýíòðîïèéíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.2), åñëè:

1) ∀ c ∈ R è ∀ ϕ(x, t) ∈ C̊ (1,1)(S(T )), ϕ(x, t) > 0, âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå
íåðàâåíñòâî:

¨
S(T )

{
|u− c | ∂ϕ

∂t
+ sign (u− c)

(
f(u) − f(c)

) ∂ϕ
∂x

}
dxdt > 0 ; (1.7)

2) ∀ a, b ∈ R, a < b: lim
t→0+0

ˆ b

a
|u(x, t) − u0(x)| dx = 0 .

Îòìåòèì, âî�ïåðâûõ, ÷òî îáîáù�åííîå ïî Êðóæêîâó ýíòðîïèéíîå ðåøå-
íèå åäèíñòâåííî è ñóùåñòâóåò äëÿ ∀ u0(x) ∈ L1(R); âî�âòîðûõ, îáîáù�åííîå
ýíòðîïèéíîå ðåøåíèå ïî Êðóæêîâó åñòü îáîáù�åííîå ðåøåíèå ïî Ñîáîëåâó.

ßâíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ (1.4) ïðîâîäèòñÿ íà ÿ÷åéêå Qn
k

ñåòêè (ðèñ. 1), ââåä�åííîé â êîíå÷íîé ïîäîáëàñòè ïîëîñû S(T ):

un+1
k − unk

∆t
+
gn
k+ 1

2

− gn
k− 1

2

∆x
= 0 , (1.8)

ãäå âñå âåëè÷èíû ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ:
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un+αk =

1

∆x

ˆ x
k+1

2

x
k− 1

2

u(x, tn+α) dx , α = 0 , 1 ,

g
k∓ 1

2
=

1

∆t

ˆ tn+1

tn
f(u(xk∓ 1

2
, t)) dt .

(1.9)

∆x ∆xk 1 k

∆t

k+1

n

n+1

Ðèñ. 1. ß÷åéêà Qn
k ñåòêè (ïîêàçàíà ñåðûì öâåòîì)

Â ÿâíîì ìåòîäå (1.8) ïåðâîãî èëè âòîðîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ïî x

gn
k− 1

2

= g(unk−1, u
n
k), gn

k+ 1
2

= g(unk , u
n
k+1) , (1.10)

ïðè÷�åì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ: g(u, u) = f(u).

Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ unk ê îáîáù�åííîìó ýíòðîïèéíîìó
ðåøåíèþ u(x, t) óêàçàíû â òåîðåìàõ Ëàêñà �Âåíäðîâà [10] è Õàðòåíà [11].

Â ðàáîòå [12] áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå íà ðàçëè÷èå ìåæäó ïîðÿäêàìè
ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ unk ê ãëàäêîìó ðåøåíèþ u(x, t) è ñëà-
áîé ñõîäèìîñòè unk ê îáîáù�åííîìó ðåøåíèþ u(x, t). Ïîðÿäîê ñèëüíîé ñõî-
äèìîñòè (àïïðîêñèìàöèè) âû÷èñëÿåòñÿ ðàçëîæåíèåì ïîòîêîâ (1.10) â ðÿäû
îòíîñèòåëüíî óçëà (xk, t

n), ïîðÿäîê ñëàáîé ñõîäèìîñòè � ïîäñòàíîâêîé ñå-
òî÷íîãî ðåøåíèÿ â îïðåäåëåíèå îáîáù�åííîãî ðåøåíèÿ.

Â ðàáîòàõ [13] è [14] îöåíêà ñëàáîé ñõîäèìîñòè, îñíîâàííàÿ íà îïðåäåëåíèè
îáîáù�åííîãî ðåøåíèÿ ïî Ñîáîëåâó, âûïîëíåíà ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííî îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ìåëêîé âîäû è ìåòîäà [11] è ïðîñòðàíñòâåííî
îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè è ìåòîäà [15].

Â äàííîé ðàáîòå ïîñòàâëåíà è ðåøåíà çàäà÷à îá îöåíêå ñëàáîé ñõîäèìî-
ñòè ñåòî÷íûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ìåòîäàì ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ
àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà,
âõîäÿùåãî â îïðåäåëåíèå îáîáù�åííîãî ðåøåíèÿ ïî Êðóæêîâó. Â ðàçä. 2 ïðè-
âåäåíû ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, äîïóñêà-
þùåãî òî÷íîå ðåøåíèå, è îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ïîñëåäíåå åñòü ýíòðîïèéíîå
ðåøåíèå ïî Êðóæêîâó. Â ðàçä. 3 ïîñòàâëåíà è ðåøåíà ñåòî÷íàÿ çàäà÷à Êîøè
äëÿ çàäà÷è Êîøè èç ðàçä. 2. Â ðàçä. 4 îïèñàíî âû÷èñëåíèå ïîðÿäêà ñëàáîé
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòî÷íûõ ðåøåíèé è ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðåçóëüòàòû. Â ðàçä. 5 èçëîæåíû îñíîâíûå âûâîäû ðàáîòû.
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2. Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (1.1) äëÿ óðàâíåíèÿ Õîïôà ñ íåïðåðûâíûì êó-
ñî÷íî � ãëàäêèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì [1]:

u0(x) =


uL = 1, x < 0 ,

1 − x, 0 6 x 6 1 ,

uR = 0, 1 < x .

(2.1)

Çàäà÷à (1.1), (2.1) äîïóñêàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó, èç êîòîðîé
ðåøåíèå u(x, t) ïîëó÷àåòñÿ â ÿâíîì âèäå, êàê ñëåäñòâèå ïîñòîÿíñòâà ôóíê-
öèè u(x, t) âäîëü õàðàêòåðèñòèê (ðèñ. 2�3):

u(x, t) =



1 , x 6 t ,

1 − x

1 − t
, t 6 x 6 1 , t < 1 ,

x− 1

t− 1
, 1 6 x 6 t , 1 < t ,

0 , 1 6 x .

(2.2)

x0 1 2

t

1

2

3

A C E B

F

HMP

x0 1 2

t

1

2

3

A C ER B

F

HKMP

Ðèñ. 2. Õàðàêòåðèñòèêè â ïîëîñå S(3) äëÿ çàäà÷ Êîøè: (1.1), (2.1) (ñëåâà)
è (1.2), (2.1) (ñïðàâà)

Ôóíêöèÿ (2.2) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè: 1) íåäèô-
ôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêàõ C(F)H è E(F)M ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòèê,
âûõîäÿùèõ èç òî÷åê C è E (ðèñ. 2) íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè u0(x);
2) ìíîãîçíà÷íà ïðè t>1 (ïîñëå îïðîêèäûâàíèÿ ðåøåíèÿ).

Ïåðåõîä îò çàäà÷è Êîøè (1.1), (2.1) ê çàäà÷å Êîøè (1.2), (2.1) äëÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ ïîñëåäíåé îäíî-
çíà÷íîå ðåøåíèå (ðèñ. 2�4):
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u(x, t) =



1 , x 6 t

1 − x/t , t 6 x 6 1

0 , 1 6 x

 , t 6 1 ,

1 , x < 1 +D (t− 1)

0 , x > 1 +D (t− 1)

}
, 1 < t .

(2.3)

−1

0

1

2

3

0

1

2

3

0

1

Ðèñ. 3. Òî÷íîå ðåøåíèå (2.2) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé çàäà÷è Êîøè (1.1), (2.1)
â ïîëîñå S(3)

Ïðè t 6 1 ðåøåíèå (2.3) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì (2.2), à ïðè t > 1 ïðî-
äîëæàåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñ ðàçðûâíûì
íà÷àëüíûì óñëîâèåì

u0(x) =

{
uL, x < 1 ,

uR, 1 < x .
(2.4)

è ââåäåíèåì ïðÿìîëèíåéíîãî ðàçðûâà FK, âûõîäÿùåãî èç òî÷êè F(1, 1) ñî ñêî-
ðîñòüþ (íàêëîíîì ê îñè t), âû÷èñëåííîé èç óðàâíåíèÿ Ðåíêèíà�Ãþãîíèî (1.5):

D =
[f(u)]

[u]
=

1

2

u2R − u2L
uR − uL

=
1

2
(uL + uR) =

1

2
. (2.5)

Óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ (2.3) åñòü îáîáù�åííîå ýíòðîïèéíîå ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (1.2), (2.1) ïî Êðóæêîâó.
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−1

0

1

2

3

0

1

2

3

0

1

Ðèñ. 4. Òî÷íîå îáîáù�åííîå ðåøåíèå (2.3) çàäà÷è Êîøè (1.2), (2.1)
â ïîëîñå S(3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä�åì îáëàñòü D = ABHP ⊂ S(3) (ðèñ. 2), ïðîáíûå
ôóíêöèè ϕ(x, t) ∈ C̊ (1,1)(D): ϕ > 0, è âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòîÿííûå:

c− = inf
S(T )

u(x, t) = min
D̄

u(x, t) ,

c+ = sup
S(T )

u(x, t) = max
D̄

u(x, t) .
(2.6)

1. Ïóñòü â îïðåäåëåíèè (1.7): c 6 c− èëè c > c+, òîãäà â ïðîèçâîëüíîé
ïîäîáëàñòè D′ ⊂ D ñóùåñòâîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëåíèå (1.7)
ñâîäèòñÿ ê âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâ

±
¨

D′

{
(u− c)

∂ϕ

∂t
+
(
f(u) − f(c)

) ∂ϕ
∂x

}
dxdt > 0 , (2.7)

ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ äîïóñêàþò ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

±
¨

D′

{
∂ϕ(u− c)

∂t
+
∂ϕ(f(u) − f(c)

∂x
−ϕ

∂(u− c)

∂t
− ϕ

∂(f(u) − f(c)

∂x︸ ︷︷ ︸
≡0

}
dxdt =

±
ffi
∂D′

−ϕ (u− c) dx+ ϕ (f(u) − f(c)) dt . (2.8)

Ââåä�åì ðàçáèåíèå îáëàñòè D:

D = DL + DW + DR , (2.9)
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ãäå DL=ACFKP: u = uL ; DR=EBHKF: u = uR ; DW = △CEF (ðèñ. 2), äëÿ
êîòîðîãî çàïèøåì îïðåäåëåíèå (2.7):

IK [u](D) = IK [u](DL) + IK [u](DW ) + IK [u](DR) > 0 , (2.10)

êàæäîå èç ñëàãàåìûõ êîòîðîãî åñòü ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë

IK [u](D′) :=

¨
D′

{
|u− c | ∂ϕ

∂t
+ sign(u− c)

(
f(u) − f(c)

) ∂ϕ
∂x

}
dx dt , (2.11)

âû÷èñëÿåìûé ñîãëàñíî (2.8), òîãäà:

IK [u](D)
(2.10)

= ±
ffi
ACFKP

±
ffi
CREF

±
ffi
EBHKF

. (2.12)

Òåïåðü ó÷ò¼ì, ÷òî: 1) èíòåãðàëû íà îòðåçêàõ AC, KP, PA, EB, BH, HK
ãðàíèöû îáëàñòè D ðàâíû íóëþ; 2) íà îòðåçêàõ CF è EF ïîäûíòåãðàëüíûå
ôóíêöèè íåïðåðûâíû, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè u(x, t) è ïîòîêà f(u), îòêóäà

IK [u](D)
(2.12)

= ±
ˆ
FK

−ϕ(x, t)(uL − c) dx+ ϕ(x, t) (f(uL) − f(c)) dt,± ,

±
ˆ
KF

−ϕ(x, t)(uR − c) dx+ ϕ(x, t) (f(uR) − f(c)) dt
(1.5)
=

= ±
ˆ 1

0
ϕ(x(t), t)(D[u] − [f(u)])

∣∣
x(t)=1+ t−1

2
dt =

= ± (D[u] − [f(u)])

ˆ 1

0
ϕ(x(t), t)

∣∣
x(t)=1+ t−1

2
dt ≡ 0 . (2.13)

Ïîñêîëüêó íà ðàçðûâå òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Ðåíêèíà �Ãþãî-
íèî (1.5), òî äëÿ ñëó÷àÿ c 6 c− èëè c > c+ óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

2. Ïóñòü òåïåðü c− < c < c+. Ïîñêîëüêó â îáëàñòè DW ðàçíîñòè u − c
è f(u) − f(c) çíàêîïåðåìåííûå, âìåñòî ðàçáèåíèÿ (2.9) ââåä�åì äðóãîå:

D = DL + D+
W + D−

W + DR , (2.14)

ãäå D+
W = △CRF: u(x, t) − c > 0, D−

W = △REF: u(x, t) − c 6 0. Òîãäà â îáëà-
ñòÿõ DL, D

+
W è â îáëàñòÿõ D−

W , DR ôóíêöèîíàë (2.11) ïðèíèìàåò âèä

IK [u](D′)
(2.8)
= ±

ffi
∂D′

−ϕ (u− c) dx+ ϕ (f(u) − f(c)) dt . (2.15)

Òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ â ïåðâîì ñëó÷àå,
ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó âûðàæåíèÿ

IK [u](D) = IK [u](DL) + IK [u](D+
W ) + IK [u](D−

W ) + IK [u](DR) > 0 (2.16)
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ñ ó÷¼òîì: 1) îáðàùåíèÿ ïðîáíûõ ôóíêöèé ϕ(x, t) > 0 íà ãðàíèöå îáëàñòè
â íóëü; 2) íåïðåðûâíîñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â (2.11) íà îòðåçêå RF:

IK [u](D) =

ˆ K

F

{
−ϕ (u− c) dx+ ϕ (f(u) − f(c)) dt

}∣∣∣u=uL
u=uR

=

= 2

ˆ F

K
−ϕ
(
uL + uR

2
− c

)
dx+ ϕ

(
f(uL) + f(uR)

2
− f(c)

)
dt =

= 2

{(
f(uL) + f(uR)

2
− f(c)

)
−D

(
uL + uR

2
− c

)}ˆ 1

0
ϕ(x(t), t)

∣∣∣∣
x(t)=1+

t−1
2

dt =

= − c (c− 1)

ˆ 1

0
ϕ(x(t), t)

∣∣∣∣
x(t)=1+

t−1
2

dt > 0 .

Îòìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî IK(D) ≡ (2.13) â ñëó÷àå c 6 c− èëè c > c+,
ãäå ïîñòîÿííûå c∓ îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè (2.6).

3. Ñåòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

Ââåä�åì â îáëàñòè D = [−1,+3] × [0, 3] (ðèñ. 2) ñåòêó Sh ñ ÷èñëîì óçëîâ
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé Nx è âðåìåíí�ûõ ñëî�åâ Nt. Çíà÷åíèå Nx áó-
äåì çàäàâàòü íå íåïîñðåäñòâåííî, à ÷åðåç ÷èñëî óçëîâ nx íà îòðåçêå [0, 1]
ëèíåéíîãî èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ u0(x) (2.1), òîãäà Nx=4 (nx−1)+1.
Ïðîñòðàíñòâåííûé øàã ñåòêè ∆x = 1/(nx − 1) = 4/(Nx − 1). Îáîçíà÷èì
÷åðåç h0 = ∆0x øàã ñåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëó óçëîâ nx = 11. ×èñëî âðå-
ìåííûõ ñëîåâ Nt îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè Êóðàíòà �Ôðèäðèõñà �
Ëåâè [4, 16]: maxu |a(u)|∆t/∆x 6 1. Ââåä�åì òàêæå îáîçíà÷åíèå ∆0t äëÿ âðå-
ìåííîãî øàãà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâåííîìó øàãó ∆0x.

Íà îñíîâå øàãîâ ∆0x è ∆0t ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê Shm ñ øàãà-
ìè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé ïåðåìåííûì:

hm = ∆mx =
∆0x

2m
, ∆mt =

∆0t

2m
, m ∈ N , (3.1)

ãäå m � ïàðàìåòð èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè.
Ñåòî÷íûå ðåøåíèÿ áóäåì ñòðîèòü ïî ìåòîäàì ïðîòèâ ïîòîêà [3,4,16] è Ëàê-

ñà �Ôðèäðèõñà [17], îòíîñÿùèìñÿ ê êëàññó TVD [11]. Íåêîòîðûå èç òàêèõ ðå-
øåíèé ïîêàçàíû íà ðèñ. 5, 6, 7, 8. Î÷åâèäíà ñõîäèìîñòü ñåòî÷íûõ ðåøåíèé
ê òî÷íîìó îáîáù�åííîìó (2.3) (ðèñ. 4) (ê ïðîåêöèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ íà ñåòêó),
îäíàêî íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü.
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Ðèñ. 5. Ñåòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2), (2.1) ïî ìåòîäó ïðîòèâ ïîòîêà,
m = 0
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Ðèñ. 6. Ñåòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2), (2.1) ïî ìåòîäó ïðîòèâ ïîòîêà,
m = 5. Ïîêàçàíà òîëüêî êàæäàÿ 8-àÿ ëèíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ñåìåéñòâ

íà ïîâåðõíîñòè

4. Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ñåòî÷íûõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó

Ðàññìîòðèì ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ñåòî÷íûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ìåòî-
äàì ïðîòèâ ïîòîêà è Ëàêñà �Ôðèäðèõñà, ê òî÷íîìó îáîáù�åííîìó ýíòðîïèé-
íîìó ðåøåíèþ (2.3) çàäà÷è Êîøè (1.2), (2.1) äëÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ â ïîëî-
ñå S(3). Ñîñòàâëÿþùèå ÷àñòè èññëåäîâàíèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñëåäóþùèå:
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Ðèñ. 7. Ñåòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2), (2.1) ïî ìåòîäó
Ëàêñà �Ôðèäðèõñà, m = 0
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Ðèñ. 8. Ñåòî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.2), (2.1) ïî ìåòîäó
Ëàêñà �Ôðèäðèõñà, m = 5. Ïîêàçàíà òîëüêî êàæäàÿ 8-àÿ ëèíèÿ ïåðâîãî

è âòîðîãî ñåìåéñòâ íà ïîâåðõíîñòè

1) òåîðåìà Ëàêñà �Âåíäðîâà [10] î ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïî Ñîáîëåâó ñåòî÷-
íûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ÿâíîìó âû÷èñëèòåëüíîìó ìåòîäó (1.8), ñîãëà-
ñîâàííîìó ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ;

2) òåîðåìà Õàðòåíà [11] î âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.6) ñ ýíòðîïèéíîé ïàðîé
Êðóæêîâà U = |u−c|, F (u) = sign(u− c) ((f(u)−f(c)), äëÿ ñåòî÷íûõ ðåøåíèé,
ïîëó÷åííûõ ïî ìåòîäó TVD;
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3) ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, ââåä�åííûé íà îñíîâå îïðåäåëåíèÿ (1.7) îáîáù�åí-
íîãî ðåøåíèÿ ïî Êðóæêîâó:

IK [u] :=

¨
D

{
|u− c | ∂ϕ

∂t
+ sign(u− c)

(
f(u) − f(c)

) ∂ϕ
∂x

}
dx dt ; (4.1)

4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòî÷íûõ ðåøåíèé uhm íà ñåòêàõ Shm (3.1);
5) ðàçíîâèäíîñòè ïðîáíûõ ôóíêöèé ϕ(x, t) > 0:

ϕ1(x, t) =
1

4

{
1 + sin

(2π(x− xk)

∆x
+
π

2

)}{
1 + sin

(2π(t− tn)

∆t
− π

2

)}
, (4.2)

ϕ2(x, t) =
{x− (xk − ∆x/2)

∆x/2

x− (xk + ∆x/2)

∆x/2

}2mx
{ t− tn

∆t/2

t− tn+1

∆t/2

}2mt
, (4.3)

ãäå mx,mt ∈ N, à ϕ1(x, t) (4.2), ϕ2(x, t) (4.3) ïîêàçàíû íà ðèñ. 9, 10.
Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà IK [u] (4.1) ïðîâîäèòñÿ äëÿ ñåòî÷íûõ

ðåøåíèé uhm íà ïðîáíûõ ôóíêöèÿõ ϕ 1, 2(x, t) òàêèì îáðàçîì. Äâîéñòâåííûå

âû÷èñëèòåëüíûì ÿ÷åéêàì Qn
k (ðèñ. 1) ÿ÷åéêè Gnk := {xnk , xnk+1, x

n+1
k+1 , x

n+1
k } âû-

áèðàþòñÿ â êà÷åñòâå íîñèòåëåé ïðîáíûõ ôóíêöèé ϕ 1, 2(x, t). Â êàæäîé äâîé-
ñòâåííîé ÿ÷åéêå Gnk ñåòî÷íîå ðåøåíèå âîñïîëíÿåòñÿ áèëèíåéíîé ôóíêöèåé
âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ ξ è η:

u(ξ, η)|Gn
k

= a00 + a10ξ + a01η + a11ξη , 0 6 ξ 6 1, 0 6 η 6 1 ,

a00 = unk ,

a10 = unk+1 − unk ,

a01 = un+1
k − unk ,

a11 = (un+1
k+1 − un+1

k ) − (unk+1 − unk) .

(4.4)

Äàëåå â äâîéñòâåííûõ ÿ÷åéêàõ Gnk ââîäèòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ ñåòêà ñ ÷èñ-
ëîì óçëîâ Mx×Mt. Â êàæäîì óçëå ýòîé ñåòêè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çíà÷å-
íèÿ ñåòî÷íîãî ðåøåíèÿ, âîñïîëíåííîãî ñîãëàñíî (4.4), çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ
ïðîáíûõ ôóíêöèé ϕ 1, 2(x, t) ïî ïåðåìåííûì x è t âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ôóíê-
öèîíàëà (4.1) ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî íà âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêå. Îáùåå ïðåä-
ñòàâëåíèå î ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè äàþò ðèñ. 11 è 12. Â ÷àñòíîñòè,
ðèñ. 11 êàñàåòñÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ëèíåéíîì ôóíê-
öèîíàëå IK,m (2.11), ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïðîòèâ ïîòîêà, m = 2, c = 0.5, è
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Ðèñ. 9. Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ϕ1(x, t) (4.2) â îáëàñòè [0, 1] × [0, 1]

0

0.5

1

0

0.5

1
0

1

Ðèñ. 10. Ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ϕ2(x, t) (4.3) â îáëàñòè [0, 1] × [0, 1]: mx = 2,
mt = 3

ïðîáíàÿ ôóíêöèÿ ϕ1(x, t). Â òî âðåìÿ êàê ðèñ. 12 îòíîñèòüñÿ ê ñëó÷àþ ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè â ëèíåéíîì ôóíêöèîíàëå IK,m (2.11), ìåòîäó ïðîòèâ ïî-
òîêà, m = 2, c = 0.5, è ïðîáíîé ôóíêöèè ϕ2(x, t), mx = 1, mt = 1. Òåïåðü äëÿ
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (4.1) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ëþáàÿ êâàäðàòóðíàÿ
ôîðìóëà. Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ äâóìåðíàÿ ôîðìóëà ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ
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âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè îòíîñèòåëüíî øàãîâ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêè.
Äëÿ ïðîâåðêè ñõîäèìîñòè âû÷èñëåíèé âñïîìîãàòåëüíûå ñåòêè èçìåëü÷à-

ëèñü, òî åñòü âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ çíà÷åíèé Mx = 11, 21, 31, 41, 51
è Mt = 11, 21, 31, 41, 51.

Çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé c â âûðàæåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà (4.1) âûáè-
ðàëîñü, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ (ñ. 43), èç òð�åõ èíòåðâàëîâ:
c < 0 = inf S(3) u(x, t), 0 6 c 6 1, c > 1 = supS(3) u(x, t).

Ðàâåíñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà IK [u] (4.1) äëÿ c = −1 è c = +2 òåîðå-
òè÷åñêîìó çíà÷åíèþ IK(D) ≡ (2.13) ñ òî÷íîñòüþ 10−7� 10−14, â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà m è ÷èñëà óçëîâ âñïîìîãàòåëüíîé ñåòêè, ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê êîñâåííîå ïîäòâåðæäåíèå ïðàâèëüíîñòè âû÷èñëåíèé.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ê òî÷íîìó îáîáù¼í-
íîìó ðåøåíèþ (2.3) çàäà÷è Êîøè (1.2), (2.1) ïîêàçàíû íà ðèñ. 13 äëÿ c = 0.5.

Ïîäãîíêà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ âû÷èñëåííûõ çíà÷åíèé ôóíê-
öèîíàëà IK [u] (4.1), â çàâèñèìîñòè îò øàãà ñåòêè hm, ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà-
âîäèò íà ìûñëü î òîì, ÷òî íàáëþäàåòñÿ ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà
ïî øàãó ñåòêè. Îäíàêî ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ìîæíî îöåíèòü òî÷íåå, ïðèìå-
íèâ ìåòîä Ðóíãå [18], ñîãëàñíî êîòîðîìó èñêîìûé ïîðÿäîê ðàâåí ïîêàçàòåëþ
ñòåïåíè â ñëåäóþùèõ ïðèáëèæ�åííûõ ðàâåíñòâàõ:

IK [u] = IK,m−1 +C hpm−1 = IK,m−1 +C 2+p hpm ,

IK [u] = IK,m +C hpm = IK,m +C hpm ,

IK [u] = IK,m+1 +C hpm+1 = IK,m+1 +C 2−p hpm ,

îòêóäà ïîëó÷àåòñÿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà ïîêàçàòåëÿ p, ïðè ïåðåõîäå îò ñåòêè
ñ ïàðàìåòðîì èçìåëü÷åíèÿ m− 1 ê ñåòêå ñ ïàðàìåòðîì m, à îò ïîñëåäíåé �
ê ñåòêå ñ ïàðàìåòðîì m+ 1:

p(m) = log2
IK,m−1 − IK,m
IK,m − IK,m+1

. (4.5)

Âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ p (4.5) ïðèâåäåíû â âèäå çàâèñèìî-
ñòåé p(m) (ðèñ. 13).

5. Îñíîâíûå âûâîäû

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîðÿäîê ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñå-
òî÷íûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè äëÿ ñêàëÿðíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ê òî÷íîìó
îáîáù�åííîìó ýíòðîïèéíîìó ðåøåíèþ â ñìûñëå Êðóæêîâà íå âûøå ïåðâîãî
îòíîñèòåëüíî øàãà ñåòêè, äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ TVD ïðîòèâ ïîòîêà
è Ëàêñà �Ôðèäðèõñà (ñîîòâåòñòâåííîãî ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ àïïðîê-
ñèìàöèè).

Äàííàÿ ðàáîòà ïðåäñòàâëÿåò ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ
ñëàáîé ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî
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Ðèñ. 11. Âèä ñëåâà îò ðàçðûâà â íàïðàâëåíèè åãî äâèæåíèÿ
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Ðèñ. 12. Âèä ñïðàâà îò ðàçðûâà â íàïðàâëåíèè åãî äâèæåíèÿ

îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ ñêàëÿðíûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ñèñòåì çàêîíîâ
ñîõðàíåíèÿ.
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Ðèñ. 13. Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà IK,m (2.11) (ñëåâà) è ïîðÿäîê p ñëàáîé
ñõîäèìîñòè (ñïðàâà) íà ñåòêå Shm (3.1) äëÿ ìåòîäîâ ïðîòèâ ïîòîêà (11, 12)
è Ëàêñà �Ôðèäðèõñà (21, 22) íà ïðîáíûõ ôóíêöèÿõ ϕ1(x, t) (4.2) (11, 21)

è ϕ2(x, t) (4.3) (12, 22, mx = 1, mt = 1); c = 0.5
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