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σ2(t, l) = 0, u1(t, 0) = 0, σ1(t, a(t)) = σ2(t, a(t)), u1(t, a(t)) = u2(t, a(t)), ���6�

θ1(t, 0) = f, θ2(t, a(t)) = θ1(t, a(t)−Δ) = θ0,
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θ1(t, x)|t=0 = θ1(0, x), θ2(t, x)|t=0 = θ2(0, x). ���.�
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������� ���������� �������� &��� ��' ������ ω���� 2���0 �������( u∗ 	����
��� ������!����' θ∗ 	������������� ���� � a = a(t�) 	����$����  �����
)( ������� #�� �������0� ����(���� �������� ��������� ���� �� ��$���
��������� �����$����� 2�� ��������� ������" ������� ���� �("���� ��

��������� ���������������� � ���������� (u
��	��
∗ , θ

��	��
∗ , a

��	��
∗ )' � ������� ���

��"������0 � ������ ������� t�' � � ������� ����"���� � ����� ���������
��� ��������� (u���, θ���, a���)� 7� ��������� ������� (t�, t�
�) ���� Ω ��"��
����� � ��������� ���������������� � ���������� (u���, θ���, a���)� ���������
(u���, θ���, a���) �������� ������������� �����$�(� ���������(� ����������
���� Ω � ������ ������� t� + 0 	�� ���0 ��� t > t�� 6������� 	�������
����������� � ����������0����� ��������� ���� Ω � ������ ������� t� + 0

��������� ����� (u
���
∗ , θ

���
∗ , a

���
∗ )�

1��������� &��� �� ���� Ω � ���������" (u
���
∗ , θ

���
∗ , a

���
∗ ) � (u���, θ���, a���)

����� �������������� V
���
∗ � V ���� 8�� �������( ������( ������� ��"�������

&��� ��

V ��� = V
��	��
∗ +A��� − ω���, 	9��



�� �� �� �����	
�� �� �� ����

��� A��� � ����	� 
����� ��
������	���  �����
�� ��

A��� =

ˆ
∂ω
ρ0F ���(u��� − u

�����
∗ )dω +

ˆ
∂ω
f ���(u��� − u

�����
∗ )d∂ω.

��	���� ��
��
����� ���	���� (u
���
∗ , θ

���
∗ , a

���
∗ ) �����	�����	�� 	��� �	�

��� ���	�
���	 ����������� ������� ��	��� 	��� ���� 
��� 
��������
��
��
����� ���	����� ������������ ��
���	
�� � !"#!

$�� 
�������� �%�������
������ 
��� ���&��  ���������� 	��
����� �
�������	 ����������  	������	����� ����� ��������� �����'
�� 
 ������ �����	 
����� t� ���	� ������ 	�������
�����	 �(!)#� �(!*#�
�(!+#! ,� ������ ���	 
�

θ1(t�, x) =
1

λ1
B(θ0 − θ��)[

α1 −B

α1 −B − e2B1(l−a(t�))(B + α1)
−

− α1 +B

α1 +B − e−2B1(l−a(t�(α1 −B)
]x+ f,

θ2(t�, x) =
(α1 −B)(θ0 − θ��)e

B1x

eB1a(t�)(α1 −B)− eB1(2l−a(t�))(B + α1)
−

− (α1 +B)(θ0 − θ��)e
−B1x

e−B1(2l−a(t�))(α1 −B)− e−B1a(t�)(α1 +B)
+ θ��,

��� B =
√

α2λ2
h , B1 =

√
α1
λ2h

-.� "(/!

0����� �������� ���� ������1��� � ������ ������� ���	��	��� �����
�
�� 	�� ω1(t�)  ω2(t�)! 2� �	�� ����� ��	�	�� �	� 
�1��	
� 
 �����
%��� ������	 �����	� ω1(t�) = {0 ≤ x ≤ a(t�)}� 
 	
����� %��� 3 ω2(t�) =
{a(t�) ≤ x ≤ l}!

4 �	�� ������ ���	��	��� ������ ��� �
�� 	�� ω1(t�)  ω2(t�) 
 �����	

����� t� �
��	�� � �����5 �����51�� ��	��� ���
���� ��	�� ����'
���	 ����
����5 �� �������	� x#6

σ1(t�, x) = E1u
′
1(t�, x),

σ2(t�, x) = E2u
′
2(t�, x),

σ
′
1(t�, x)− ρ1P (t�) = 0,

σ
′
2(t�, x)− ρ2P (t�) = 0

� !(#

� ����
�� ����
��

σ2(t�, l) = 0, u1(t�, 0) = 0,

σ1(t�, a(t�)) = σ2(t�, a(t�)), u1(t�, a(t�)) = u2(t�, a(t�)).
� ! #

7����� ����� � !(#� � ! # ���	 
� ���! -./#

σ2(t�, x) = −ρ2P (t�)(l − x), � !8#



���������	
�� �����	 ����	����	��� ����
� ��

σ1(t�, x) = −P (t�) [ρ2(l − a(t�)) + ρ1(a(t�)− x)] , �����

u1(t�, x) = −P (t�)
E1

[
ρ2(l − a(t�))x− ρ1

2

(
(a(t�)− x)2 − a2(t�)

)]
, �����

u2(t�, x) =
ρ2P (t�)

2E2

(
(l − x)2 − (l − a(t�))

2
)
−

−P (t�)a(t�)
E1

(
ρ2(l − a(t�)) +

ρ1a(t�)

2

)
.

�����

�	
����� 
����� ������� �� A��� 	
� 	�
����� �� ��
�������������


����������� ��������� (u���, θ���, a���) � ������ �
����� t� � ��
���������

����� 
���������� ��������� (u�����, θ�����, a�����) � ������ �
����� t��� 

A����� =

ˆ a(t�)

0
ρ1P (t���)(u1(t���, x)− u1(t�, x))dx+

+

ˆ a(t���)

a(t�)
ρ2P (t���)u2(t���, x)dx−

ˆ a(t���)

a(t�)
ρ1P (t���)u1(t���, x)dx+

+

ˆ l

a(t���)
ρ2P (t���)(u2(t���, x)− u2(t�, x))dx. ���!�

"�������� �#
�$���� �����% ����� � ����������� ���!� � �#	���� �����

�
�
������% 	�����

A(k+1) =
ρ1P (tk+1)

2E1

{
ρ2a

2(tk) [P (tk)(l − a(tk))− P (tk+1)(l − a(tk+1))] +

+ ρ1a
2(tk)

[
2

3
P (tk)a(tk) + P (tk+1)

(
a(tk)

3
− a(tk+1)

)]
+

+ P (tk)(a(tk+1)− a(tk)) [ρ2(l − a(tk))(a(tk+1) + a(tk)) −
−ρ1

6
(a2(tk+1)− 2a2(tk)− 2a(tk)a(tk+1))

]}
+

+ρ2P (tk+1)

{
(l − a(tk+1))(a(tk)− a(tk+1))−

P (tk+1)a(tk+1)

E1
(ρ2(l − a(tk+1)) +

+
ρ1a(tk+1)

2

)
+
ρ2P (tk+1)

6E1
((l − a(tk))

3 − (l − a(tk+1))
3)+

+ (l − a(tk+1))

[
− ρ2
E2

(
P (tk+1)

3
(l − a(tk+1))

2 +
P (tk)

2

[
(l − a(tk+1))

2

3
−

−(l − a(tk))
2
])

− 1

E1

(
P (tk)a(tk)

[
ρ1a(tk)

2
+ ρ2(l − a(tk))

]
−

−P (tk+1)a(tk+1)

[
ρ1a(tk+1)

2
+ ρ2(l − a(tk+1))

])]}
. ���&�

'�(��� ����
���)) *��
��) V ��� ���
$�� � ��
������������� 
�����

������ ��������� � ������ �
����� t�, (k = 1, 2, . . . , N)� +� *���� ������

����),�� 	
��	��$���� 



�� �� �� �����	
�� �� �� ����

�� ��� ��������	
�� � ����� �	�� �	 ���� �
����� ���
�	�� �
��
�
���
�� ����� ����	� � �����	�� ������	��� � 
�� ��	������ ������
������� �������� ������ �����
�	���� �	 ��� !�"#� �����	� ������	�
��� �� ���
� ����� �	��� �����
� ������ Δθ1$

%� �� �	�
� ��&�	
�
�� �
����� �	�
��	 ����� ���������� ����	� ����
��� ���	����  ����� �����&
���'� � ������ �����
� �
������ � ���
����
��� � ����	�(�� ������ �	�
	 ������ 	��������	

��� �	
�

�� �����)

c2s(l − a(t))ρ2θ̇
��
2 (t) = sq − pα2

ˆ l

a(t)
(θ2(t, x)− θ��) dx, *"��+,

��� s - ���(	�' �������
��� ����
�� �����
�$ p - ��������$ θ̇��2 (t) - ����

�	(�
�� ������	���� � ���
��� �����
� � ����$q = −λ2 ∂θ2(t,x)∂x |x=a(t�) +
μρ1ȧ(t) − α1 (θ2(t, x)− θ��) - ��������� ����	� 	��������	

��� � ����

��� �	�������	
�
�� ����	 � ������ 
	��	���
��$ pα2

´ l
a(t) (θ2(t, x)− θ��) dx

- ��������� ����	� ������ ���	�� � ����	�(�� �����  ���	� �����&�

���' �����
��

.�	�
�
�� *"��+,� � ������ ��/�
�� ��� θ2(t, x)� ���
� ���� �	���	�' 
����

ρ2c2(l − a(t))θ̇��2 (t) = μρ1ȧ(t)−
(α2

1 −B2)(θ0 − θ��)e
B1l

eB1a(t)(α1 −B)− eB1(2l−a(t))(α1 +B)
+

+
(α2

1 −B2)(θ0 − θ��)e
−B1l

e−B1(2l−a(t))(α1 −B)− e−B1a(t)(α1 +B)
.

*"���,
0���	 ��� ���
���& ����������
��& �
����

�� �
�����  ���� ��������'
�� �������

V ��� = V
(0)
∗ +

ˆ a(t�)

0

(
ρ1c1Δθ1 +

σ21(t�, x)

2E1

)
dx+

+

ˆ l

a(t�)

(
ρ2c2(θ2(t�, x)− θ��2 (t�)) +

σ22(t�, x)

2E2

)
dx,

*"��%,

��� V
(0)
∗ = ρ1l0ψ

0
1 + ρ2(l− l0)ψ

0
2 1 �
����

�� �
����� ���	 � ��������

�� ���

����
�� !�%#$ ψ0
� , (i = 1, 2) 1 ����'
	� �
����

�� �
����� ��(����	 � �����

� ������� �	�	& �����������

� � ��������

�� ������
��� 2 �	

�� �������
������� ψ0

� = 0�

�����	��� ���	��
�� *"�3,� *"�4, � ����
�/�
�� *"��%,� �����
�� �
���



���������	
�� �����	 ����	����	��� ����
� ��

���������� 	� 	���
����� x� 
��


V ��� =
P 2(t�)a(t�)

E1

{
ρ22(l − a(t�))

2 − ρ1ρ2(l − a(t�))a(t�) +
ρ21a

2(t�)

3

}
−

− ρ2c2

{
θ��2 (t�)(l − a(t�))−

(eB1l − eB1a(t�))(α1 −B)(θ0 − θ��)

B1(eB1a(t�)(α1 −B)− eB1(2la(t�))(α1 +B))

}
+

+ ρ2c2

{
(e−B1l − e−B1a(t�))(α1 +B)(θ0 − θ��)

B1(e−B1(2l−a(t�))(α1 −B)− e−B1a(t�)(α1 +B))
+ θ��(l − a(t�))

}
+

+ ρ22P (t�)
(l − a(t�))

3

6E2
+ ρ1c1Δθ1a(ρ

2
2P (t�)

(l − a(t�))
3

6E2
). ������

�	������
 �����	�� S��� � ���
�����
������ ����������
 ��������� �


�
��� ���
��� t�

S��� =
V ��� −A��� + μρ1a(t�) + α1(θ2(t�, l)− θ��)

θ0
+

+
α2h

−1(l − a(t�))(θ
��
2 (t�)− θ��)

θ0
.

��� 	������� �� ���
�����
������ ������������ ��������� (u���, θ���, a���)
� 
�
��� ���
��� t� � ���
�����
������ ����������� ��������� (u

�����, θ�����,
a�����) � 
�
��� ���
��� t��� �����	�� S����� � ��� �
��! ���

S����� =
V ����� −A����� + μρ1a(t���) + α1(θ2(t���, l)− θ��)

θ0
+

+
+α2h

−1(l − a(t���))(θ
��
2 (t���)− θ��)

θ0
.

"���� � ������������ � �����#����$
 	���#�	�
 %����� ����� a����� = a(t�)&
���������� �'�� 	���(���� �����#$ ������� )�� � 
�
��� ���
��� t���&

���������� 
����
��!��� �������� ) ��#�� F (a�����) = S����� − S����

�  ������ ������
 
� ) ��#�� ���� ��

dF (a�����)

da�����
= 0. ����*�

��������� � ����*� ������+���� ���,�& ������ � ) ��#�� θ2(t, x)& 	�� ��


μρ1 +
α2

h
(θ�� − θ��2 (t�)) + ρ1c1Δθ1 −

ρ22P (t�)

2E2
(l − a�����)2 + ρ2c2θ

cp
2 (tk)+

+
P 2(t���)

E1

{
ρ22(l − a�����)2 − ρ1ρ2a

�����(l − a�����) +



�� �� �� �����	
�� �� �� ����

+a(k+1)

[
−2ρ22(l − a�����)− ρ1ρ2a

(l − 2a�����) +
2ρ21a

�����

3

]
+
ρ21(a

(k+1))2

3

}
+

+α1(θ
0 − θ��)B1

{
(B − α1)e

B1lF3(a
�����)

F 2
1 (a

�����)
+

(α1 +B)e−B1lF4(a
�����)

F 2
2 (a

�����)

}
−

−ρ2c2
[
θ�� +

(α1 −B)F5(a
�����)

F 2
1 (a

�����)
− (α1 +B)F6(a

�����)

F 2
2 (a

�����)

]
−

−ρ1P (tk+1)

2E1

{
(a(k+1))2P (tk+1)(ρ2 − ρ1) + P (tk)

[
ρ2(l − a(k))(a(k+1) + a(k)) −

−ρ1
6

(
(a(k+1))2 − 2(a(k))2 − 2a(k)a(k+1)

)]
+ P (tk)(a

(k+1) − a(k))
[
ρ2(l − a(k)) −

−ρ1
3
(a(k+1) − a(k))

]}
−ρ2P (tk+1)

{
2a(k+1) − P (tk+1)ρ2l

E1
+

2P (tk+1)ρ2a
(k+1)

E1
−

−l−a(k)−P (tk+1)ρ1a
(k+1)

E1
−ρ2P (tk+1)

2E2
(l−a(k+1))2+

[
ρ2
E2

(
P (tk+1)

3
(l − a(k+1))2

+
P (tk)

2

[
(l − a(k+1))2

3
− (l − a(k))2

])
+

1

E1

(
P (tk)a

(k)

[
ρ1a

(k)

2
+ ρ2(l − a(k))

]
−

−P (tk+1)a
(k+1)

[
ρ1a

(k+1)

2
+ ρ2(l − a(k+1))

])]
+ (l − a(k+1))

[
ρ2(l − a(k+1))

3E2
×

×(2P (tk+1) + P (tk)) +
1

E1

(
P (tk+1)lρ2 + P (tk+1)a

(k+1)(ρ1 − 2ρ2)
)]}

= 0,

������

��	

F1(a
�����) = eB1a�����(α1 −B)− eB1(2l−a�����)(α1 +B),

F2(a
�����) = e−B1(2l−a�����)(α1 −B)− e−B1a�����(α1 +B),

F3(a
�����) = eB1a�����(α1 −B) + eB1(2l−a�����)(α1 +B),

F4(a
�����) = e−B1(2l−a�����)(α1 −B) + e−B1a�����(α1 +B),

F5(a
�����) = −2e2B1l(B + α1) + eB1(l+a�����)(α1 −B) + eB1(3l−a�����)(α1 +B),

F6(a
�����) = 2e−2B1l(α1 −B)− e−B1(3l−a�����)(α1 −B)− e−B1(l+a�����)(α1 +B).


�	�������� �� ������� a(t), P (t), θ	(t, x) �	��	����� � ����	�	����

��	�� � t � �����������	�� ���	����	 ��	�	��� �����

a(t���) = a(t�) + ȧ(t�)Δ + . . . ,

P (t���) = P (t�) + Ṗ (t�)Δ + . . . ,
���� �



���������	
�� �����	 ����	����	��� ����
� ��

��� ��������	� �
�������� ���� ������� Δ2�

�������	� ������ � θ�(t, x) 	 ������ 	 ������� � ������ ��	N → ∞�Δ → 0�
t� → t� ����	�

θ1(t, x) =
1

λ1
B(θ0 − θ��)[

α1 −B

α1 −B − e2B1(l−a(t))(B + α1)
−

− α1 +B

α1 +B − e−2B1(l−a(t))(α1 −B)
]x+ f, ���� �

θ2(t, x) =
(α1 −B)(θ0 − θ��)e

B1x

eB1a(t)(α1 −B)− eB1(2l−a(t))(B + α1)
−

− (α1 +B)(θ0 − θ��)e
−B1x

e−B1(2l−a(t))(α1 −B1)− e−B1a(t)(α1 +B)
, ����!�

μρ1 +
α2

h
(θ�� − θ��2 (t)) + ρ1c1Δθ1 −

ρ22P (t)

2E2
(l− a(t))2 +

P 2(t)

E1

{
ρ22(l − a(t))2 −

− ρ1ρ2a(t)(l − a(t)) +
ρ21(a(t))

2

3
+ a(t)

[
−2ρ22(l − a(t))− ρ1ρ2(l − 2a(t))

2ρ21a(t)

3

]}
+α1(θ

0−θ��)B1

{
(B − α1)e

B1lF3(a(t))

F 2
1 (a(t))

+
(α1 +B)e−B1lF4(a(t))

F 2
2 (a(t))

}
−

ρ2c2

{
−θcp2 (t) + θ�� +

(α1 −B)(θ0 − θ��)F5(a(t))

F 2
1 (a(t))

− (α1 +B)(θ0 − θ��)F6(a(t))

F 2
2 (a(t))

}
−

− ρ1P
2(t)a(t)

2E1

{
ρ2(2l − a(t))− 3

2
ρ1a(t)

}
− ρ2P (t)(a(t)− l) = 0, ����"�

��� #���$		 F�(a(t)) = lim
tk→t

F�(a
����	)�

%�����&��	� ������� ���� � ' ����"� ���������(� ��
�� �	����� ��	���)

��* �������	� �� ��������	� �������������� ��� � ����+�� 	 ���+��	�

����	$� ������ #���

����
������ �������	� ������� ����"�� ,� -���� ����	##����$	���� �� t
�������	� ����"� 	 � ����.��� �������	� θ̇��2 (t) 	� ������� /���� 	���. ����)

(0�( �	����� �	##����$	�.��* �������	� �� ��������	� ������ ��	)

+��	� #����� ��	���	��$		 	 ������� ����������� � ����+��1

ȧ(t)B2
1(θ

0 − θcp)α1
eB1l

(
e2B1a(t)(α1 −B)2 + e2B1(2l−a(t))(α2

1 −B2)
)

F 3
1 (a(t))

+

+ȧ(t)B2
1(θ

0 − θcp)α1
e−B1l

(
e−2B1a(t)(α1 +B)2 − e−2B1(2l−a(t))(α2

1 −B2)
)

F 3
2 (a(t))

+

+6ȧ(t)B2
1(θ

0 − θcp)α1(α
2
1 −B2)

(
e3B1l(α1 −B)

F 3
1 (a(t))

− e−3B1l(α1 +B)

F 3
2 (a(t))

)
−



�� �� �� �����	
�� �� �� ����

−ȧ(t)B1(θ
0 − θcp)ρ2c2

eB1(l+a(t))(α1 −B)2 − eB1(3l−a(t))(α2
1 −B2)

F 2
1 (a(t))

−

−ȧ(t)B1(θ
0 − θcp)ρ2c2

e−B1(3l−a(t))(α2
1 −B2)− e−B1(l+a(t))(α1 +B)2

F 2
2 (a(t))

−

−2ȧ(t)B1(θ
0 − θcp)ρ2c2

F5(a(t))F3(a(t))(α1 −B)

F 3
1 (a(t))

+

+2ȧ(t)B1(θ
0 − θcp)ρ2c2

F6(a(t))F4(a(t))(α1 +B)

F 3
2 (a(t))

+

+ȧ(t)

{
ρ22P (t)(l − a(t))

E2
− μρ1(λ2B

2
1 − ρ2c2)

ρ2c− 2(l − a(t))

}
+

+
ȧ(t)P 2(t)

E1

{
2ρ21a(t)

3
− 2ρ22(l − a(t))− ρ1ρ2(l − 2a(t))

}
+

+ ȧ(t)

{(
P 2(t)

E1
2a(t)(ρ22 + ρ1ρ2 +

ρ21
3
)− ρ1ρ2(l − a(t))

)
− ρ2P (t)

}
=

= Ṗ (t)

{
ρ2(a(t)− l)− ρ22(l − a(t))2

2E2
+
P (t)ρ21a

2(t)

2E1
+ ρ22(l − a(t))2

}
+

+
4ρ2a(t)P (t)Ṗ (t)

E1

{
1

4
ρ1(2l − a(t))− ρ1(l − a(t))− ρ2(l − a(t))

}
+

+
(λ2B

2
1 − ρ2c2)(α

2
1 −B2)(θ0 − θcp)

ρ2c2(l − a(t))

{
e−B1l

F2(a(t))
− eB1l

F1(a(t))

}
. ������

θ̇cp2 (t) =
μρ1ȧ(t)

ρ2c2(l − a(t))
+

(α2
1 −B2)(θ0 − θcp)

ρ2c2(l − a(t))

{
e−B1l

F2(a(t))
− eB1l

F1(a(t))

}
. ������

�	
�� 	�	 ��� ������� a = a(t) 	���������� ���������	� �	�� � 
����
�� 	��������
� �	 �	������ ������� ���� �� � ���������	����	����	����	�

	
	���� ! �	 �	������ ���"�� ���#�$������

%���� 	&��'	�� �	��	 �	
�	�( 
����)*�+ ���	��� 	���������� ����
������	����	����	����	�	 
	
	���� � ��� Ω ��� ��'	�	� ����,	�� -�".� /
�	��� ������� tk0

��� ���
����� �	���,�	
( ��'���� ��' a(tk) � �' ��1���� 
���	����	+

'���2� ���	��	�	��	
� 	��������� ��������� θ
(k)
i (x), (i = 1, 2) �

��� Ω3

��� ��1��� �	�����) '���2� ��� ���, ��� '�����)*�, 	&��
� ω1(tk) �
ω2(tk)� � �42�
���� �	�� ������*���+ u(k)3

��� ��� ���)*�,
� '��2���+ (u(k), θ(k), γ(k)) 	��������� �������)) 5����
��) V (k) � 5��	��) S(k) ��� Ω3



���������	
�� �����	 ����	����	��� ����
� ��

��� �� ���	
�
 ��
�� ����
������� � ���
	�� �������� ����
��� S(k)

���� Ω 
��������� ������
� �
�
����� ������� ������� ��� a
(k)
∗ �

��� ��� �������
� �
�
����� �
	����
��� ������� ��� a
(k)
∗ 
���������

�������� ����������� θ
(k)
∗ � ������
� �
�� ������ ���� u

(k)
∗ �

�!� 	 ������ �� �
���� 	������ tk+1 ��"��#��� ����������� � �
�
��$

��� ������� ������� ��� �
���� �

�	����	
	��# ��������� 	 �
����

	������ tk% �
 ���#

θ(k+1) = θ
(k)
∗ , a(k+1) = a

(k)
∗ .

&�� ��
� �����
������ ���
���� ��'���� �	�����
� ����"� ����
	��
$

�����
��� �"���	��� �������
��� 	���
 ��
����� 	 ����� �
���� 	������

tk 	 ��
�� �	������ ������� ������� ���% 
���������
� �� 	������
��
�

�������� (�))��*

�� ������ 	
������� ��������
�

+�� ����������� ��)
�
��
�
)�
��� �����
����
�
 ���
�� �����
����


������� �������, ������������� ����� �	����� ������� � ����
��
��$

�
	���
� )

	
� �
	����
��#�� ����"� 
 ���� �	���� ������� ��� ����
$

	
� 	����
�����	�� � 
����� �� ����
� � �"��
� ���
	
�
 �����
��*

- ���"�� ������������� ������� � ����
��
���
	���
� )

	
� �
	���$

�
��#� (α2, = α2 = 0) 	 ����"� �.*/�0�.*1� 	��������% 
�������� �� ��
�
�	������ ������� ������� ��� � �����������
� �
�� 	 �	���
� ����% ���
$

 ����� � ����� 	��

ȧ(t)

{
2ρ22P (t)(l − a(t))

[
1

E2
− 1

E1

]
+
P (t)

E1

[
2ρ21a(t)

3
− ρ1ρ2(l − 2a(t))

]
+

+
P 2(t)

E1

[
−2ρ22(l − a(t))− ρ1ρ2(l − 2a(t)) +

2ρ21a(t)

3
+ a(t)(2ρ22 + 2ρ1ρ2 +

2ρ21
3

)

]
+

+ρ2c2
λ2

α1(l +
λ2
α1

− a(t))
2

{
θ0 + θcp − 1

l + λ2
α1

− a(t)

[
θ0(l +

2λ2

α1
− a(t)) + θcp(l − a(t))

]}

+
2λ2(θ

0 − θcp)

(l + λ2
α1

− a(t))
3 +

μρ1
l − a(t)

⎫⎬
⎭ =

= Ṗ (t)

{
ρ22(l − a(t))2

[
1

E2
− 1

E1

]
− 1

E1

[
ρ21a

2(t)

3
− ρ1ρ2(l − a(t))a(t)

]
−

− 2P (t)a(t)

E1

[
−2ρ22(l − a(t))− ρ1ρ2(l − 2a(t)) +

2ρ21a(t)

3

]}
,

θ2(a(t), x) =
(θ0 − θcp)(l +

λ2
α1

− x)

l + λ2
α1

− a(t)
+ θcp,



�� �� �� �����	
�� �� �� ����

θcp2 (a(t)) = − μρ1
ρ2c2

ln
l − a(t)

l − l0
+ 1700,

� ����������	
������������� �������� ����
������� �� �������� ������

������������

��� �� ����� ���������� � ���
��� ����� ���� ������� �� !�"��


����� #���$% ��!
��� ��!

��� &� ����� ���������� � ���
��� �� ����������� ���$���' ����� 	

���� �������



���������	
�� �����	 ����	����	��� ����
� ��

���� �� ��	
	��� ������
���� ��	��	
������� �	
�	������ ��	���� ����

�� ��	��� ������ l = 0, 5 
 �l0 = 0, 4
� ��� ��������� ����	��� �� �!

��"�	��� �	���������

���� #� �����	 ����� ��	��� �� ����� ����	�� $����"� ����	�� ���



�� �� �� �����	
�� �� �� ����

���� �� ���	
�� ���
 �����
	 
� ����������� ��� �������� ������
����

���� �� �����

�	 ����������� ����
��������� ���������� ������� ���
�����
	 ��� α1,��� = 40 · 103 ��� �2· !" ��	 �����#
� �
�#�
�� ��� ���




���������	
�� �����	 ����	����	��� ����
� ��

���� �� ��	
� ������� ��
��� 	������������� ��������
 ������� ��� ����

������ ��������� 	
���������� ����

�����

����  � !������ ���
�" ����

#$��� � 
	����%��" ����
" �� ��
���� 	���

�����������  �������



�� �� �� �����	
�� �� �� ����

��������� ��	
����� ����������� ��� ����
���� 	������ ��������
��������� l = 0, 5 �� l0 = 0, 4 �� E2 = 1, 4 · 1010 ����2� θ0 = 1765 ��
θcp = 293 �� f = 1800 �� μ = 2, 4 �� ���� ρ1 = 7000 ����3� ρ2 = 7800
����3� c1 = 837 � �!��· �"� c2 = 565 � �!��· �"� λ1 = 23, 3 #��!�· �"�
λ2 = 48, 1 #��!�· �"� ε12 = 0, 8 !���$ %&'"$

( ���$ % & ) ��������� ����*� �	��� +	, �	������� �� �������
�������
�� ���*���- ����������� ���� �� � �������� 	��������� ����.
��������- �������
�� ������- +	� ��� ���� �� �����- l = 0, 5 � (l0 =
0, 4�" ��� �	������ 	������� ��/++�*���� ����������$

0���	 ���
������ ��	
������ ���	����, ��� �������+��*�� ���.
 �����, ��.������, ��� �� ����� 	����������,  ��.������, 
���������
�	���� ������- +	� ��� +����������� 	������ ������� !���$ %"$ 1��.
������� ��/++�*���� ���������� �������� � ��	���
 ��� ���� ������.
�
�� θ2(t, l) � ������- ������ ������� !���$ 2"$ # �����-3�� /� �����.
��
� �	�������� �� ����� ��	�� � � ����� ���� ����� ���*��� 	������.
���� �������� ��������� 
4�����- +
��*��-,  ��� 4���3�� 	�������
��/++�*���� ���������� ���*��� ����������� ��������� ��� ����� ��
�������
��, 4��	��- � �������
�� ���
 ���- �����, ������ �� ���*
���*��� ������� ���������-$

( ���$ 5 & ' ����������� 	��������� a(t), θ2(t, l), θ
cp
2 (t) ��� ��/++�*�.

���� ���������� α1,��� = 40 · 103 #��!�2· �" ��� ���� �� �	�����- �����,
�� ��� l0 = 0.4 �$ ( ��+��� !��$ ���$ 5" ���	��, ��� �	������� ������-
����� ������- +	� ��	���� 	���������� ������� � ���*��� ��������.
	*��$ 6�� ������� ��� ���
������ ��	
����� !��$ ���$ 7,'"$ 8��� �4�.
	��, 
���������, ��� � 	���������� 	���������� ������� ��	���� ��
�������������� �	���� ���, �� � 
������ ������4��� � ���
 ���- ���.
��-, ��� �����
���� � �	�������� /���������������� � ��������� ��.
���� 9%7,%':$ # ��
�� �������� ���� �� ��� �������� �	�����-�����
4�����- � ���*���- �����������- � ���
 ���- �����- � 
����� +	���.
�� ������� ��	
����� ��3���� 
������- !)$2;", !)$2%" ����������� �
���$ <,=$

�� ����� ! ���$ <", ��� ������ ������4��� 4�����- ����������� �
���
 ���- �����- �
��������� 
����3���� ����� 	���������� �����.
�$ >���� ����, �� ����
�� �	 ��+���� !���$ =", ������4��� � 4�����- ��.
��������� ���� �� ��	���� 4���3�� ������� � ���*��� ��������	*��,
��� � ���*���-, ��� ������� ����� �	�������� ��������� � /���������.
������� ������ 9%7,%':$

�� ������

0���	 ���
������ ��	
������ ���	����, ��� �	������� 
�����- ���.
���4��� � ���
 ���- �����- � �������������� �	����� ��	���� ����.
�������� ������� � ���*��� ��������	*�� !	��� ��� ���� +���� ���.
�����	*��",  ������������, � � �������
���� � ����������� ����$
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!�	
 ������������� ���� � ����������$��!������������ ������� ����$

������� �  ��� ������� ��� ��	������� ��	����� 	����� �������	$

����������"

� ���������� ������������ ������������ ������� 	����� ��	������ ��$

���������� ��	������ �� ����������� ���#��%
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�� ������� ��	��������	
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����� �
�
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 ���� �������	
���� ����	����	� 	 �����	� ��������� ����

���������������	 ��� ���������� ���� ���� ��������	� !��� "���� ��
#����	
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