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Розглянуто повний розв’язок планетарного вихору за наявностi двох регуля-
рних та одного сингулярного членiв, дослiджено вплив iнтенсивностi сингу-
лярного диполя на геометрiю та характеристики структур вихору. Результати
дослiдження можуть бути застосованими до уточнення закону планетних вiд-
станей.
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1. Вступ

Повний розв’язок для вихрової течiї планетарного вихору [1]

Ψ =

[
C1y

2 + C2

(
cos y − sin y

y

)
+ C3

(
cos y

y
+ sin y

)]
sin2 θ (1.1)

мiстить 3 члени, два першi з них є регулярними функцiями в усьому просторi,
а третiй має сингулярнiсть у точцi y = 0 порядку O(y−1).

Ранiше нами було розглянуто як регулярний, при C3 = 0 [2], так i сингу-
лярний iз C2 = 0 [3] варiанти розв’язку (1.1) окремо. Зокрема показано, що
сингулярний член розв’язку типу планетарного вихору породжує централь-
ний сингулярний вихор-диполь зi скiнченними iнтегральними характеристи-
ками, як-то кiнетичний момент i витрата, та систему зовнiшнiх кiлець, яка
якiсно й кiлькiсно подiбна до регулярного вихору. Розгляд повного розв’язку
(1.1) та урахування деяких кiлькiсних змiн у структурi та параметрах сума-
рної течiї може призвести за методикою робiт [4,5] до уточнення закону пла-
нетних вiдстаней та його кращої вiдповiдностi експериментальним даним.
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2. Параметричний аналiз структур загального вихору

Проведемо дослiдження повного розв’язку планетарного вихору (1.1), тоб-
то вихрових структур, якi вiн породжує, залежно вiд iнтенсивностей зовнiш-
нього потоку C1 та регулярної C2 й сингулярної C3 складових.

Для можливостi порiвнянь регулярну частину розв’язку вiзьмемо з оди-
ничною iнтенсивнiстю диполя, а сингулярний член спорядимо коефiцiєнтом
iнтенсивностi δ = C3/C2, який буде змiнюватися у межах 0 <| δ |≤ 1, тобто
функцiя течiї матиме вигляд

Ψ = C2Φ̂ (y) sin2 θ, Φ̂ (y) = αy2 +

(
cos y − sin y

y

)
+ δ

(
sin y +

cos y

y

)
, (2.1)

де r, θ, ϕ — сферичнi координати, y = C0r; C0, C2, α, δ — параметри;
причому параметр δ будемо варiювати як за величиною, так i за знаком.

У роботах [2, 3] ми бачили, що структури (n,m) регулярного та сингу-
лярного вихорiв визначаються наявнiстю n замкнутих непроникних сфер та
типами i кiлькiстю особливих точок поля лiнiй течiї, з якою пов’язане число
m зовнiшнiх вихрових кiлець. Як i там, перша характеристика структури —
кiлькiсть непроникних сфер n — визначається коренями рiвняння

Φ̂ (y) = 0 (2.2)

а особливi точки є коренями похiдної, тобто рiвняння

Φ̂′ (y) ≡ 2αy − sin y +
sin y

y2
− cos y

y
+ δ

(
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y
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y2

)
= 0 (2.3)

Спочатку шляхом чисельного розв’язування трансцендентних рiвнянь
(2.2) i (2.3) були побудованi таблицi коренiв цих рiвнянь з параметрами δ =
±0, 05, δ = ±0, 5, α = −0, 00655, якi подано у табл. 1.

У табл. 1 радiуси непроникних сфер видiлено жирним шрифтом, радiуси
центрiв кiлець, зовнiшнiх i внутрiшнiх, позначено зiрочками y∗; подано також
радiуси особливих точок y2 самоперетину петель сепаратрис, якi видiляють
данi вихровi кiльця (рис 1).

Розглянемо спочатку зовнiшнi вихровi кiльця. Вони, як i в усiх вихорах,
обтiкаються з обох бокiв наскрiзними незамкнутими лiнiями течiї i вiддiляю-
ться вiд цiєї течiї петлею сепаратриси, що має точку самоперетину (рис 1).
Тому кожному зовнiшньому вихору вiдповiдають 2 коренi рiвняння (2.3) та
2 особливi точки: перша y∗ типу «центр», а друга y2 — типу «сiдло» (рис. 1,
табл. 1).
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Таблиця 1: Порiвняння особливих точок i структур вихорiв з α = −0, 00655 та
рiзними δ

δ = −0, 05 δ = 0 δ = 0, 05 δ = −0, 5 δ = 0, 5

yi yi yi yi yi
0,4132 0,558 0,89277 1,40714
2,7333* 2,7903* 2,852* 2,1794* 3,32678*
4,5822 4,6382 4,6911 4,10597 5,13603
5,981* 6,0342* 6,085* 5,5698* 6,53156*
7,3112 7,3597 7,4062 6,96266 7,82636
9,3930* 9,4428* 9,4910* 8,95437* 9,90369*
12,274 12,3221 12,373 11,2804 12,5443
15,813* 15,8542* 15,905* 11,8778* 12,812*
18,512 18,550 18,631 12,4585 13,0512
22,192* 22,2423* 22,292* 15,3609* 16,3027*
24,711 24,7617 24,813 18,1162 19,0348
28,573* 28,6240* 28,674* 21,7388* 22,6808*
30,916 30,9657 31,015 24,3384 25,2564
34,954* 35,0055* 35,056* 28,1108* 29,0509*
37,115 37,1635 37,212 30, 5531 31,4699
41,342* 41,3898* 41,441* 34,4808* 35,4210*
43,314 43,3550 43,405 36,7626 37,6785
47,730* 47,7794* 47,833* 40,8518* 41,7920*
49,493 49,5389 49,589 42,9675 43,8828
54,126* 54,1779* 54,228* 47,2256* 48,1666*
55,664 55,7125 55,763 49,1674 50,0809
60,541* 60,5909* 60,643* 53,6041* 54,5459*
61,808 61,8705 61,921 55,3610 56,2745
66,977* 67,0306* 67,081* 59,9884* 60,9328*
67,955 68,001 68,052 61,5464 62,4585
73,486* 73,5428* 73,594* 66,3867* 67,3327*
74,016 74,0584 74,113 67,7204 68,6299

72,8019* 73,7502*
73,8745 74,7802
79,2565* 80,2135*
79,9911 80,8870

(2, 11) (2,11) (3, 11) (4,11) (5,11)

У випадку малої сингулярностi δ = ±0, 05 значення радiусiв особливих
точок, якi вiдповiдають центрам та сiдлам кiлець, вiдрiзняються несуттєво як
мiж собою, так i з регулярним випадком δ = 0. Важливий для моделювання
закону планетних вiдстаней радiус останньої сфери також майже однаковий у
цих 3-х випадках. Вiдповiднi параметри структури (2, 11) регулярного вихору
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лежать мiж значеннями цих же параметрiв вихорiв з δ = ±0, 05, при цьому
послiдовнiсть радiусiв з δ > 0 перевищує обидвi iншi.

Рис. 1: Геометрiя зовнiшнього вихрового кiльця

Як видно з табл. 1, вихори як з малими, так i з великими параметрами
сингулярностi δ = ±0, 05;±0, 5 мають однакову кiлькiсть зовнiшнiх вихрових
кiлець, а саме 11, — таку саму, як i регулярний вихор з δ = 0. При бiльшiй
потужностi сингулярного члена δ = ±0, 5 центральна зона вихору усклад-
нюється i розширюється, — збiльшується кiлькiсть центральних сфер — при
вибраних параметрах на 2 одиницi. Зокрема, радiус останньої сфери збiль-
шився в 1, 7 раза, що суттєво для обрахування закону планетних вiдстаней
[4]. Вiдповiдно розширюється зона зовнiшнiх 11 кiлець, вiд крайнiх радiусiв
y∗11 ≈ 74 до y∗11 ≈ 80 (табл. 1).

За наявностi сингулярностi δ > 0 при α < 0 структура центрального
диполя та характеристики загального вихору якiсно схожi iз сингулярним
вихором [4] (рис. 3б): у центральнiй сферi iснує особливий вузол з двопе-
люстковою картиною лiнiй течiї. Але напрям обертання центрального диполя
визначається вже не знаком α, а знаком сингулярностi δ. За додатного δ > 0
i α < 0 всерединi першої сфери маємо особливий диполь-вузол з додатним
обертанням (проти год. стрiлки) (рис. 3б). У другiй сферi маємо 1 кiльце-тор
з вiд’ємним обертанням. Далi, загалом 3, 5, . . ., — непарне число сфер. Саме
при такiй кiлькостi сфер обертання зовнiшньої низки кiлець буде вiд’ємним,
що визначається вже знаком параметра α < 0. При α > 0 усе вiдбувається
симетрично: обертання центрального диполя визначається знаком δ, а зов-
нiшнiх кiлець — знаком α (табл. 1).
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Рис. 2: Глобальна геометрична картина повного розв’язку для загального вихору з
параметрами α = −0, 00655, δ = −0, 05, структура (2, 11)

У випадку обох вiд’ємних параметрiв δ < 0 та α < 0 суттєво змiнюється
топологiя першої замкнутої сфери, у якiй iснують 3 особливi точки. Бiльш
детальний аналiз та геометричнi побудови (рис. 2, 3) дають такi характе-
ристики цих 3-х особливих точок всерединi першої сфери. Перша, у центрi
y = 0, є особливим дипольним вузлом; друга є сiдлом, у якому перетинають-
ся двi сепаратриси; третя є центром, що оточений замкнутими траєкторiями.
Перша сепаратриса є однiєю з траєкторiй, що виходять з вузла i входить в
нього, друга виникає зовнi, є замкнутою i виокремлює область центра. Ча-
стина траєкторiй виходить з центрального вузла i входить у нього всерединi
сепаратриси. Iнший струмiнь траєкторiй виходить з центрального вузла, оги-
нає область центра й пiсля цього входить назад у вузол. Уся ця складна то-
пологiчна структура гантельного вигляду обмежена ззовнi першою сферою
(рис. 2, 3a). Крiм цього, уся внутрiшнiсть першої сфери обертається в один
бiк, при δ < 0 за год. стрiлкою, i проти год. стрiлки — при δ > 0.

За усiх розглянутих варiантiв параметрiв α, δ якiснi картини зон зовнiш-
нiх вихрових кiлець майже iдентичнi мiж собою (рис. 2), незначно змiнюють-
ся лише параметри цих кiлець (табл. 1). Далi, у кiльцi мiж першою i другою
сферами маємо 1 кiльце-тор i т.д. Загалом маємо 2, 4, 6, . . . — парне число
сфер, при якому усi зовнiшнi кiльця обертаються за год. стрiлкою, коли α < 0,
як у наших прикладах (табл. 1).

Аналогiчну особливiсть маємо i при обох додатних значеннях δ > 0, α > 0:
у центральному диполi iснує 3 особливих точки тих самих типiв при парному
числi 2, 4, 6, . . . внутрiшнiх сфер i обертаннi системи зовнiшнiх кiлець проти
год. стрiлки. У табл. 2 в останньому стовпчику дана кiлькiсть особливих
точок у центральнiй сферi; їх може бути 1 або 3.

3. Висновки, порiвняння

З порiвняння результатiв дослiдження параметрiв та структур регулярно-
го [2], сингулярного [3] та загального (табл. 1) вихорiв можна зробити такi вис-
новки про параметричнi залежностi цих структур вiд 2-х основних параметрiв
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а) б)

Рис. 3: Центральний вихровий диполь при α = −0, 00655 всерединi 1-ї сфери:
а) δ = −0, 05, структура (2, 11) — 3 особливих точки
б) δ = 0, 05, структура (3, 11) — 1 особлива точка (0, 0)

α — коефiцiєнта регулярної структури та δ — коефiцiєнта сингулярного члена
у повному розв’язку (2.1) типу планетарного вихору.

У роботах [2, 3] та вище показано, що змiна i варiювання цих параметрiв
суттєво впливає на структуру центральної зони з кiлькома непроникними
сферами. Детальнiше, напрям обертання у центральнiй сферi визначається:

• для регулярного вихору з коефiцiєнтом +1 регулярного диполя знаком
параметра α: вiд’ємному значенню α < 0 вiдповiдає обертання за годин-
никовою стрiлкою, значенням 0 < α < 1/3, при яких iснує хоч одна
центральна непроникна сфера — теж за год. стрiлкою [2];

• для сингулярного вихору це обертання визначається знаком параметра
δ: (δ > 0 проти, δ < 0 — за год. стрiлкою), незалежно вiд знаку й
величини α;

• для загального вихору з обома складовими напрям обертання визначає-
ться знаком параметра δ, так само як у п. 2.

Але в усiх випадках (регулярному, сингулярному, загальному) знак α
визначає напрям обертання на нескiнченностi, що також є напрямом обер-
тання усiєї зовнiшньої системи вихрових кiлець. Тому у вихорi утворюється
стiльки центральних сфер, щоб виконувався принцип змiни напряму обер-
тань у сусiднiх сферичних шарах при заданому параметром α зовнiшньому
обертаннi. Неважко бачити, що у загальному вихорi при однакових знаках
параметрiв α i δ, тобто α · δ > 0 утворюється парна (2, 4, 6, . . . ) кiлькiсть
сфер, а при α · δ < 0 — непарна (1, 3, 5, . . . ) кiлькiсть кiлець (табл. 2). При
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вибраних для розрахункiв значеннях α = −0, 00655 змiна знаку δ призводить
до змiни числа сфер вiд 2-х до 3-х для малої сингулярностi i вiд 4-х до 5-и —
для великої, що вiдображено у табл. 1.

Величина ж α визначає в усiх випадках кiлькiсть зовнiшнiх вихорiв: так,
при α = −0, 00655 в усiх варiантах загальних вихорiв (табл. 1) та для регуляр-
ного вихору iснує 11 зовнiшнiх кiлець; сингулярний вихор iз сингулярнiстю
δ = 1 має таку саму кiлькiсть цих кiлець [3].

Новим особливим явищем загального вихору є параметричнi випадки з
умовою α · δ > 0, коли у першiй сферi iснують 3 особливi точки, а не одна,
як у попереднiх випадках. Це породжує описаний вище (рис. 3а) складний
фазовий портрет нелiнiйної динамiчної системи у центрi вихору, що якiсно
вiдрiзняється вiд вiдомих фазових портретiв особливих точок лiнiйних сис-
тем. У цих випадках черговiсть i тип особливих точок однаковi: особливий
вузол — сiдло – центр.

Таблиця 2: Напрям обертання та структури планетарних вихорiв: − за год. стрiл-
кою; + проти год. стрiлки; } вiдповiдає сферам; ∗ позначено зовнiшнi кiльця

Параметри Кiльця: } — внутрiшнi; Сфер Особ. точок
* — зовнiшнi

α δ 1 2 3 4 5 6
− − −} +} −* −* −* −* 2,4,6,.. 3
− + +} −} +} −* −* −* 1,3,5,.. 1
+ + +} −} +* +* +* +* 2,4,6,.. 3
+ − −} +* +* +* +* +* 1,3,5,.. 1

Звернемо увагу на те, що попри дуже рiзнi фазовi портрети центральної
зони цих вихорiв з δ = ±0, 05, остання 2-га сфера першого вихору та остання
3-я сфера другого вихору мають майже однаковi радiуси: 7, 31 i 7, 406. Кiль-
кiсть зовнiшнiх кiлець також однакова — 11, а значення координат їх центрiв
вiдрiзняються не бiльше як на 1%. Однак, за великої сингулярностi центра-
льна сферична зона суттєво розширюється, вiд радiусiв 7, 3–7, 4 до радiусiв
12, 5–13. Саме цю властивiсть можна використати для бiльш точного моде-
лювання закону планетних вiдстаней у випадках, коли маємо значнi додатнi
вiдхилення ряду вiдстаней перших планет, яким вiдповiдають першi за ос-
танньою сферою кiльця вихору [4].

Отже, додання малої сингулярностi у загальний розв’язок практично не
змiнює структуру зовнiшньої системи вихрових кiлець планетарного вихору,
тобто число майбутнiх планет, незначно змiнюються лише їх початковi коор-
динати. Велика ж сингулярнiсть суттєво трансформує центральну частину
вихору i розширює увесь вихор, не змiнюючи числа зовнiшнiх кiлець-планет.

Насправдi ми не знаємо, яким є дiйсне спiввiдношення iнтенсивностей ре-
гулярного i сингулярного диполiв при утвореннi реальних космiчних вихорiв
з усiма трьома доданками у (2.1). Зазначимо лише, що iдея «сингулярностi»
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присутня у бiльшостi сучасних астрофiзичних теорiй утворення космiчних си-
стем, зокрема у поняттi Великого Вибуху, наприклад: «З точки зору матема-
тики момент Великого Вибуху є тим, що називається сингулярнiстю або особ-
ливiстю. До Великого Вибуху також застосовують термiн «космологiчна син-
гулярнiсть у минулому». В околi такої сингулярностi кривина простору–часу
прямує до нескiнченностi» [6]. Класик астрофiзики Дж. Джинс про подiбнi
об’єкти говорить: «Припущення, яке настiйно виникає, полягає в тому, що
центри туманностей мають характер «сингулярних точок». У цих точках ма-
терiя втiкає у наш свiт з якогось iншого i зовсiм стороннього простору. Тим
самим мешканцю нашого свiту сингулярнi точки уявляються мiсцями, де по-
стiйно народжується матерiя» [7].

З огляду на поширенi в астрофiзицi моделi деяких об’єктiв сингулярного
типу (плазма, протоннi тiла, пульсари, чорнi дiри) [8] ми вважаємо, що наша
математична сингулярнiсть може вiдповiдати деяким фiзичним сингулярно-
стям при утвореннi центральних вихрових диполiв — генераторiв творення
галактик i чорних дiр — нарiвнi з регулярними складовими розв’язку (1.1).
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