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ЗВОРОТНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПЛАСТИНИ СКЛАДНОЇ ФОРМИ
З ГІДРОСТАТИЧНИМ НАВАНТАЖЕННЯМ

Отримано алгоритм розв’язку крайової задачі для неоднорідного бігармонічно-
го рівняння з неоднорідними крайовими умовами, поставлена зворотна коефіцієнт-
на задача.
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Получен алгоритм решения граничной задачи для неоднородного бигармони-
ческого уравнения с неоднородными граничными условиями, поставлена обратная 
коэффициентная задача.

Ключевые слова: краевая задача, бигармоничное уравнение, обратная задача.

Solution algorithm of boundary problem for inhomogeneous biharmonic equation 
with inhomogeneous boundary conditions was obtained. Inverse coeffi cient problem was 
formulated.

Keywords: boundary value problem, bigarmonichnoe equation, inverse problem.

У машинобудуванні пластини складної форми часто використовуються як 
силові елементи конструкцій, у тому числі і при проектуванні виборів у галу-
зі ракетно-космічної техніки. На відміну від добре відомих, точних розрахунків 
основних параметрів для випадків, коли пластина має канонічну форму, далі на-
водиться наближений метод розв’язання крайової задачі для неоднорідного бігар-
монічного рівняння для пластин складної форми [3], а також ставиться зворотна 
задача, результатом розв’язання якої буде відновлений закон гідростатичного на-
вантаження на пластину, відповідний до заданого прогину в деякій точці.

Крайова задача для неоднорідного бігармонічного рівняння з однорідни-
ми крайовими умовами. Фізичний приклад. Розглянемо рівняння Софі Жер-
мен, тобто рівняння згину серединних точок тонкої пружної пластини:
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де w = w (x,y) – невідома функція згину серединної точки (х,у) пластини, Г – 
контур пластини, який обмежує її область  ; /q D const , де q – інтенсив-
ність поперечного навантаження; D – циліндрична жорсткість пластини. Кра-
йові умови (2) означають, що пластина має жорстко закріплені краї. Лег-
ко перевірити безпосередньою підстановкою, що розв’язком рівняння (1) буде

 
2 2 2

1
( )

( , )
q x y

w x y
D


 .                                                (3)

Далі розв’яжемо однорідну задачу з неоднорідними крайовими умовами:
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Тобто при формуванні крайових умов (5) ми фактично обчислюємо на кон-
турі Г відому функцію 1( , )w x y  та її нормальну похідну. В [4, 6] викладений алго-
ритм розв’язування задачі (4) – (5), відповідно до якого розв’язок задачі (1) – (2) 
маємо у вигляді суми бігармонічних потенціалів з відомими функціями щільнос-
ті 1 2,  :
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де 2 2( ) ( )r x y     , а ( , )x y  – внутрішня точка області  .

Крайова задача для неоднорідного бігармонічного рівняння з неоднорід-
ними крайовими умовами.
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де w = w (x,y) – невідома функція; , ,f    − задані неперервні функції; Г – кон-
тур, який обмежує область   [9, 10].

За теоремою Гілберта [7] розв’язок рівняння (6) має вигляд:
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тобто 1( , )w x y  знайдена через подвійний інтеграл задовольняє рівняння (6), але не 
задовольняє крайовим умовам (7). Отже, 1( , ) ( , )w x y f x y  .

Для того щоб задовольнити крайові умовам, формулюємо таку задачу:
 2( , ) 0w x y   в                                                 (9)
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де при формуванні крайових умов (10) треба знайти різницю значень функцій 
,   та 1( , )w x y  і її нормальної похідної на границі Г відповідно. Для знаходжен-

ня функції 1( , )w x y  та її нормальної похідної треба обчислити відповідні подвійні 
інтеграли по області прямокутної форми, що охоплює контур Г. Цю область по-
криваємо прямокутною сіткою. Алгоритм розв’язку задачі (9) – (10) є відомим [4, 
6]. А остаточним розв’язком задачі (6) – (7) буде
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де 2 2( ) ( )r x y     , а ( , )x y  – тепер внутрішня точка області  .

Наведемо приклади модельних функцій та різних форм областей  , які ілю-
струють ефективність методу. Для перевірки достовірності розв’язку обираємо 
деяку модельну функцію ( , )g x y . Подіявши на цю функцію бігармонічним опера-
тором, отримаємо ( , )f x y , тобто ( , ) ( , )g x y f x y  . Знайшовши значення ( , )g x y  та 
її нормальної похідної в точках контуру, визначимо крайові умови ( , ), ( , )x y x y  . 



46

ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Ракетно-космічна техніка», 2012. Вип. 15, том 1

Таким чином, в силу єдності розв’язку значення функції ( , )g x y  мають співпада-
ти з розв’язком ( , )w x y .

Приклад 1. Нехай 2 4( , ) 24g x y x y  –   розв’язок задачі. Тоді задамо 
2 2 2 4 4 2 3, 24, cos( ^ ) 12 cos( ^ ) 6f x y x y xy n x x y n y       (табл. 1, 2)

Таблиця 1
Розрахунки для круга 1R 

(x,y) w (наближ.) w (точне) Похибка
(0; 0) 10.0018418157863 10 0.00184181578633166

(0.5; 0) 10.0023577678158 10 0.00235776781577316
(1; 0) 10.0023420073195 10 0.00234200731949862

(0.5; 0.2) 10.0023804755297 10.00001666667 0.00236380886302593
(0.5; 0.5) 10.003086435405 10.00065104167 0.00243539373831829

Відносна похибка складає 0,02%.
Таблиця 2

Розрахунки для гіпоциклоїди з параметрами 1, 0,6, 0,2R r d  

(x,y) w (наближ.) w (точне) Похибка
(0.7; 0) 10.0025808669092 10 0.00258086690924

(0.2; 0.1) 10.0256153087343 10.00000016667 0.025615142067629
(0.2; 0.2) 9.98646793295155 10.00000266667 0.0135347337151204
(0.9; 0.2) 10.0021824916037 10.000054 0.0021284916037112
(0.2; 0.4) 9.98411833637235 10.00004266667 0.0159243302943204

Відносна похибка – 0,2%.

Приклад 2. Нехай 6 4( , )g x y x y   – розв’язок задачі. Тоді задамо 
2 6 4 5 3360 24, , 6 cos( ^ ) 4 cos( ^ )f x x y x n x y n y       .

Таблиця 3
Розрахунки для овала Кассіні з параметрами 1.2, 1a c 

(x,y) w (наближ.) w (точне) Похибка
(0.5; 0) 0.0129460619158047 0.015625 0.0026789380841953
(0.6; 0) 0.0460700206181231 0.046656 0.00058597938187685
(1; 0) 1.02286159042394 0.999999999999 0.0228615904239402

(0.7; 0.1) 0.1202921098427 0.117749 0.00254310984269993
(0.8; 0.2) 0.27020047563952 0.263744 0.00645647563952013

Відносна похибка складає 0,2%.
Таблиця 4

Розрахунки для квадрата зі стороною 1a 
(x,y) w (наближ.) w (точне) Похибка

(0.4; 0) 0.00418667686340228 0.004096 9.0676863402275E-5
(0; 0.1) 0.00018716977871587 0.0001 8.7169778715870E-5

(0.4; 0.2) 0.00582799418739863 0.005696 0.0001319941873986
(0.2; 0.3) 0.00827458441532622 0.008164 0.0001105844153262
(0.5; 0.3) 0.0223038744442569 0.023725 0.00142112555574313

Відносна похибка – 0,01%.

Аналіз одержаних даних свідчить про обчислювальну ефективність алгорит-
му розв’язку задачі, тому він може бути основою для розв’язування складних за-
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дач оптимізації, крайових задач рівнянь математичної фізики в нелінійній поста-
новці з побудовою різних схем ітераційних процесів та дослідження їх збіжності.

Як приклад розглянемо задачу статичного згину жорстко закріпленої по кра-
ям тонкої пружної пластини в лінійній постановці:
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з додатковою умовою
 ( *, *) *w x y w .                                                  (14)

Вважаємо, що ( , )q x y  змінюється за лінійним законом, тобто ( , )q x y ax by c   , 
або, іншими словами, маємо гідростатичне навантаження на пластину. При цьо-
му ,b c   задані коефіцієнти, а a   коефіцієнт, який необхідно визначити (відно-
вити). Таким чином, отримали зворотну коефіцієнтну задачу [2, 11] по ідентифі-
кації правої частини рівняння (12). Вона має такий фізичний зміст: за заданим в 
додатковій умові (14) прогином в точці ( *, *)x y , частково відтворимо закон (зна-
ходимо лише коефіцієнт а) гідростатичного навантаження пластини.

Для цього використовуємо метод ділення навпіл. Будемо позначати ( *, *; )w x y a  
розв’язок задачі (12)  (13) для параметра а. Знайдемо проміжок, якому належить 
шукане а. Для цього обираємо 1  і 1  такі, що 1 1( *, *; ) * ( *, *; )w x y w w x y    (рис. 1), 
тобто 1 1[ , ]a   . 

Розбиваємо відрізок навпіл точкою 1 1
1 2
a

 
 .

З двох відрізків 1 1[ , ]a  та 1 1[ , ]a   обираємо той, для якого виконується одна 
з нерівностей 1 1( *, *; ) * ( *, *; )w x y w w x y a    або 1 1( *, *; ) * ( *, *; )w x y a w w x y   , і по-
значаємо його 2 2[ , ]  . Далі

2 2
2 2
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 ,

використавши умову закінчення ітераційного процесу 

( *, *; ) *kw x y a w   ,

де   – задана точність. Очевидно, що [ , ], 1,2,...,i ia i k   , і за лемою про вкла-
дені відрізки числові послідовності збігаються до шуканого а.

Модельна задача: для перевірки розв’язуємо пряму задачу (12)  (13) для ві-
домого коефіцієнта a  знаходимо ( *, *) *w x y w . Потім, використавши цю додат-
кову умову, за допомогою викладеного алгоритму розв’язуємо задачу (12)  (14). 
Знайдене a  повинно співпадати з наперед заданим.

*w
)*;*,( 1yxw
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Рис. 1



48

ISSN 9125 0912. Вісник Дніпропетровського університету. Серія «Ракетно-космічна техніка», 2012. Вип. 15, том 1

У зв’язку з високою точністю розв’язування лінійної задачі, а так ож ефектив-
ністю і обґрунтованістю застосування методу ділення навпіл, припускаємо, що 
отримаємо вірний і достатньо точний розв’язок поставленої задачі.
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