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Введение 
 
Необходимость устойчивого экономического 
развития выдвинула в число приоритетов 
повышение эффективности использования 
транспорта, а особенно автомобильного, по-
скольку именно он обеспечивает доставку с 
самой высокой скоростью из всех видов 
наземного транспорта. На сегодняшний день 
прежний дефицит транспортных услуг усту-
пил место жесткой конкуренции. А одним из 
весомых конкурентных преимуществ для 
предприятий является именно высокая эф-
фективность работы. В связи с этим, рас-

сматриваемые в работе Задачи поиска 
наибольшего покрытия двудольного графа 
звездами заданной степени являются акту-
альными, востребованными и с успехом мо-
гут использоваться в решении оптимизаци-
онных задач транспортной логистики. 
 

Анализ публикаций 
 
Во-первых, необходимо отметить, что звезд-
ные покрытия естественным образом обоб-
щают паросочетания, т.к. паросочетающее 
ребро можно рассматривать как вырожден-
ную звезду первой степени. Следовательно, 
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результаты работы представляют научный 
интерес с точки зрения теории паросочета-
ний [1, 2, 3]. 
 
Во-вторых, звездные покрытия обобщают 
математические модели паросочетаний, это 
позволяет усовершенствовать модели при-
кладных задач. Нужно отметить, что звезда 
естественным образом представляет машину. 
Например, степень звезды может означать 
число посадочных мест (задач, процессов и 
т.п.). Поэтому, результаты работы являются 
вкладом в теорию моделей логистических 
задач, для которых производительность ма-
шины может быть больше единицы [4]. 
 
И в-третьих, в работе представлен полино-
миальный алгоритм решения поставленной 
задачи. Он может быть использован для ре-
шения логистических задач большой размер-
ности, в которых учитывается производи-
тельность машин [3]. 
 

Цель и постановка задачи 
 
Исследование логистических моделей на 
транспорте, задач распределения ресурсов, 
предприятий с дискретным характером про-
изводства  и  разработке на их основе эффек-
тивных полиномиальных алгоритмов реше-
ния оптимизационных задач. 
 
Объект: логистические процессы. Предмет 
исследования: алгоритмы решения логисти-
ческих задач, которые можно представить в 
виде звездных покрытий. 
 

Формальная постановка задачи поиска 
звездного покрытия графа на примере оп-

тимизации транспортных привозок 
 
Исходные данные задачи представлены дву-
дольным графом, вершины первой доли ко-
торого означают машины, а второй доли - 
грузы, ребра – стоимость или время доставки 
соответствующего груза. Транспортному 
предприятию необходимо доставить макси-
мальное число грузов потребителям миними-
зировав общие затраты на перевозки при 
условиях: 
1. производительность автомобилей иден-
тична. Степень звезды покрытия определяет 
максимальную производительность автомо-
биля, т.е. максимальное число грузов, кото-
рое может перевозить автомобиль; 
2. грузы однотипны, т.е. каждый автомобиль 

может перевозить любой груз. 
 

Математическая постановка задачи 
 
Рассмотрим оптимизационную задачу по-
крытия взвешенного двудольного графа 

1 2( , , )G V V E  звездами одинаковой степени. 
 
h-звезда – это связный двудольный граф 1,hG
, одна из долей которого имеет степень рав-
ную h  и называется вершиной звезды, а каж-
дая из вершин другой доли – единичную сте-
пень. Звезду можно также рассматривать как 
дерево, у которого количества ребер и листь-
ев равны степени звезды. 
 
h-звездным покрытием (ЗП) графа назовем 
множество hE E  ребер графа, инцидентных 
звездам, степень которых не превосходит h . 
 
Вес звездного покрытия определяется как 
сумма весов всех его ребер. 
 
 ( ) ( )

h
h

e E
w E w e



   (1) 

 
Наибольшим h-звездным покрытием (НЗП) 
графа назовем h-звездное покрытие '

hE E  
максимальной мощности, т.е. для любого 

' ',h h hE E E . НЗП, покрывающее все вер-
шины графа назовем совершенным ЗП. 
Множество всех возможных наибольших h-
звездных покрытий графа обозначим 'all

hE . 
 
В рассматриваемой задаче первой доли ис-
ходного графа соответствуют вершины звезд, 
а вершины второй доли – это листья звезд. 
Для удобства будем считать, что количества 
вершин второй 2V  и первой доли 1V  кратны 
степени звезды, т.е.  
 
 2 1V V , 2 1V h V  , h N .  (2) 
 
Выполнение этого условия можно всегда 
обеспечить путем добавления недостающего 
количества фиктивных вершин и ребер. 
 
Пусть оптимальным считается звездное по-
крытие сумма весов ребер которого мини-
мальна. 
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    ' '

* 'min
all

h h
h h

E E
w E w E


     (3) 

 
Это функционал задачи поиска наибольшего 
звездного покрытия в двудольном графе 
(НЗП) минимального веса. 
 
Математическая модель задачи в матричной 
постановке 
 
Рассмотрим задачу оптимизационную задачу 
поиска НЗП для графа  , 1 2, ,n n hG V V E  в мат-
ричной постановке. В ней отражена принад-
лежность элемента ij  матрицы двудольного 
графа   некоторому  наибольшему звездно-

му покрытию V
hE E . Это достигается путем 

умножения этого значения на соответствую-
щее значение {0,1}x . 
 
Пусть: M - строки, N - столбцы,  /h N M - 
степень звезды и, тогда постановка имеет 
вид. 
 

 

   *

1

1

min

, 1,

, 1,

{0,1}
1

M N

h ij ij
i j

M

ij
i
N

ij
j

w E x

x k h j N

x k i M

x
k






  




  


  





 






 (4) 

 
Выражение 
 

     ' '

* min min
all

h h

M N
V

h h ij ij
E E i j

w E w E x


         

 
представляет функционал задачи, аналогич-
ный (3). 
 

При 1k   выражения
1

M

ij
i

x h


  и 
1

1
N

ij
j

x


  по-

казывают, что в каждой строке есть h  эле-
ментов ij , а каждом столбце исходной мат-

рицы находится один элемент решения ij , 

т.е. эти выражения определяют звезды '
hE . 

Следует отметить, что: 

1. При 1h   (4) представляет собой поста-
новку классической задачи о назначениях 
(ЗН) [1]; 
2. Задача поиска наибольшего паросочетания 
может быть представлена эквивалентной оп-
тимизационной постановкой (4) с матрицей 
назначений элементами которой есть значе-
ния 0 или 1 (есть ребро, нет ребра); 
3. Постановка задачи (4) при 1k  заслужива-
ет отдельного рассмотрения. Отметим, толь-
ко что эта задача может быть сведена к по-
следовательности решений k  задач НЗП в 
матрицах размерности 

, , 1,j jMxN N N j j k   . 
4. При 2h k  получаем постановку задачи 
поиска 2-фактора, или поиска покрытия гра-
фа остовными циклами [1]. 
 
Далее установим попарную совместимость 
ребер взвешенного ЗП. Она определяется при 
помощи элементов названных линейными 
парами (ЛП). 
 

Линейные пары 
 
Пусть , ,a d c b  , ,a c d b  - пара элементов 
(ребер) некоторого решения задачи НЗП и 
существует ее замена , ,a b c d  , которая 
улучшает исходное решение, или позволяет 
получить другое эквивалентное решение. 
Т.е.: 
 
    , , , ,a b c b a d c d     . 
 
Элементы формулы  , ,,a b c b   и  , ,,a d c d   
- это линейные пары. Следует отметить, что 
ребра указанных ЛП формируют цикличе-
скую чередующуюся цепь 

 ( , ), ( , ),( , ), ( , )a b b c c d d a  относительно неко-
торого паросочетания. Эквивалентные обо-
значения ЛП:  ,cs

j cj sjL    . 
 
Пусть  cs

jw L  весовая функция ЛП, тогда 
значение линейной пары строк c и s матрицы 
вычисляется по формуле: 
 
  cs cs

j j cj sjl w L    ,  0, 1j N   (5) 
 
Абстрактный тип данных ЛП формируют три 
обязательных поля: индекс клиентской стро-
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ки (с), индекс серверной строки(s) и индекс 
их столбца(j). 
 
Мультимножество линейных пар (МЛП) - 
это последовательность линейных пар двух 
заданных строк/столбцов матрицы двудоль-
ного графа. 
 

Линейное равенство строк/столбцов 
 
Две строки/столбца a и b линейно равны 

 ,a b


, если равны значения линейных пар 
мультимножества этих строк/столбцов и не 
равны в противном случае. 
 

Т.е.  ,a b


, если: ab
aj bjl C   ; C const ; 

j J  . 
Определение: линия – строка/столбец матри-
цы смежности графа. 
 
Линия a – является клиентской,  b – сервер-
ной. 
 
Если линии равны, то в мультимножестве 
этих линий вес минимальной ЛП равен весу 
максимальной ЛП. 
 
Свойства равных линий  
 

1. Рефлективность:  ,a a


. 

2. Симметричность:    , ,a b b a
 

 . 

3. Транзитивность:      , , ,a b b c a c
  

  . 
 
Следовательно, множество линий матрицы 
разбивается на классы эквивалентности (КЭ) 
на основании отношения линейного равен-
ства и в ходе выполнения алгоритма выпол-
няется объединение этих классов. Мощность 
линии a


 – мощность класса эквивалентно-

сти, т.е. число равных линий, включая a . 
 
Необходимо отметить, что изложенный ран-
нее материал был нужен, чтобы сформули-
ровать ключевую теорему метода решения 
задачи поиска НЗП. 
 
Теорема 1. Нормализации на основе линей-
ного равенства 
 
Пусть: csL - МЛП клиентской линии c и сер-

верной линии s  матрицы   двудольного 
графа  , * 1 2, ,n h nG V V E . 
 

cs
jL  - ЛП j -ой линии, а  cs cs

j jl w L  её вес. 

s


 – мощность класса эквивалентности сер-

верной линии csL  
t - количество элементов клиентской линии 
c  МЛП csL  запрещение, которых не изменя-
ет вес оптимального решения задачи (запре-
щение элемента означает удаление ребра 
графа). 
 

 

,

,

h s если s строка

t s
если s столбец

h





  
  

 
  

 

 

ka  - количество ЛП csL  больших по весу па-

ры 
cs
kl ; 

kb  - количество ЛП csL  больших и равных по 

весу пары 
cs
kl ; 

cs cs
norm kl l , [ , ]k kt a b . 

Тогда: 
 
 j , cs cs

j norml l   cs
cj sj norml    (6) 

 
Данную формулу назовем нормализацион-
ным оператором. 
 
Уточнение: нормализатор cs

norml  - это ЛП для 
которой [ , ]k kt a b . Нормализатором всегда 
является ( 1)t   по счету линейная пара в от-
сортированном по убыванию МЛП. Норма-
лизатор – это грань, которая делит мультим-
ножество на два подмультимножества: пер-
вое мощности s


  состоит из больших или 

равных нормализатору ЛП, и второе мощно-
сти csL s


 , состоящее из меньших или 

равных нормализатору ЛП. 
 
Замечание: здесь, приведена компактная 
формулировка теоремы. Она, по сути, состо-
ит из двух теорем: теоремы запрещения, ко-
торая позволяет определить недопустимые 
ребра и теоремы нормализации, которая 
уменьшает вес этих ребер. 
 

Нормализационный алгоритм 
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В основе разработанного алгоритма поиска 
экстремального НЗП лежат теоремы запре-
щения и нормализации. Они реализованы в 
виде соответствующих процедур, которые 
выполняются полиномиальное число раз. 
При выполнении этих процедур элементы 
матрицы входящие в оптимальные решения 
не изменяются, а значения остальных запре-
щенных элементов будут уменьшены. Мо-
мент, когда дальнейшее уменьшение весов 
ребер станет невозможным отражен в мини-
максной лемме останова, которая является 
одной из форм обобщения фундаментальной 
теоремы Менгера для двудольных графов [1]. 
Поэтому в основе алгоритма лежат три типа 
теорем: 
1. Теоремы запрещений, на основании кото-
рых выполняется поиск недопустимого эле-
мента , cs cs

cj j norml l  . 
2. Теоремы нормализации - уменьшения зна-
чения запрещенного элемента cs

cj sj norml    
3. Лемма останова. 
 
Понятно, что после нормализации решения 
задачи становятся одинаковыми, т.к. стано-
вятся равными соответствующие ЛП. Здесь 
возникает вопрос – когда этот процесс оста-
навливается? Ответ очевиден – этот момент 
наступит, когда нормализация не приводит к 
уменьшению запрещенных элементов. Это 
случится, если линейные пары всех МЛП M
строк или N столбцов будут равны. 
 

Лемма останова 
 
Лемма останова (простая форма). Если все 
строки или столбцы в матрице   линейно 
равны, то все решения экстремальной задачи 
поиска НПЗ являются равными и оптималь-
ными. 
Лемма останова (КЭ форма). Если множе-
ство всех строк или столбцов матрицы   об-
разуют один класс эквивалентности опреде-
ленный операцией линейного равенства, то 
все решения экстремальной задачи поиска 
НПЗ являются равными и оптимальными. 
 
Лемма останова (минимаксная МЛП фор-
ма). Если в каждом из  1n  различных 

МЛП строк или столбцов  1m  матрицы   
значение минимальной ЛП равно значению 
максимальной ЛП, то все решения экстре-
мальной задачи поиска НПЗ являются рав-

ными и оптимальными. 
 

Общая схема нормализационного  
алгоритма 

 
Пусть: B – матрица смежности графа, I – 
множество строк, J – множество столбцов. 
Solve(in/out B, in I, in J), 4( )O n  
while(все линии не равны) 
   циклический перебор всех пар строк, 2( )O n  
   for( 1, 1r r I  ) 
      for( 2, 1 2, 2r r r r I   ) 
       нормализация строк ( )O n  
normalize_rows (r1,r2) 

объединить равные строки в один 
класс, ( )O n  

          if(r1=r2)  equivalence_rows(r1,r2) 
циклический перебор всех пар столбцов, 

2( )O n  
for( 1, 2с с J  ) 
      for( 2, 1 2, 2c c c c J   ) 
          нормализация столбцов (6), ( )O n  
normalize_cols (c1,c2) 

объединить равные столбцы в один 
класс, ( )O n  

if(c1=c2)  equivalence_cols(c1,c2) 
 
Нужно сказать, что реализованный в алго-
ритме перебор всех подряд пар линий матри-
цы недостаточно рационален, поскольку во 
многих случаях мало уменьшает вес недопу-
стимых ребер, или не уменьшает вообще. 
Более рационально было бы в качестве но-
вых пар строк или столбцов  использовать 
индексы экстремальных ЛП текущего муль-
тимножества. В этом случае мы получили бы 
гораздо более сложный и менее понятный 
алгоритм. Отмечу также что, по всей види-
мости, «обратный» алгоритм, который уве-
личивает веса минимальных ребер, пока не 
будет найдено звёздное покрытие, должен 
быть на порядок более эффективным. По-
этому теоретическая сложность различных 
видов нормализационного алгоритма лежит в 
пределах 2 4[ , ]n n . 
 
Теперь, перейдем к рассмотрению решения 
практической задачи 
 
Пример решения задачи поиска НЗП звезда-
ми разной степени 
 
Агентству по набору персонала для 4-х спе-
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циализированных подразделений IT-фирмы 
нужно выбрать лучших специалистов из 12-
ти кандидатов. Специалисты: 1 менеджер, 2 
проектировщика,  3 тестировщика, 4 про-
граммиста. 
 
При этом предполагается, что каждый кан-
дидат может работать в любом из подразде-
лений. 
 
Теперь рассмотрим процедуру балансировки 
задачи - сведения задачи поиска НЗП звезда-
ми разной степени к задаче поиска НЗП 
(одинаковой степени h). 
1. Определение степени h звезд задачи поис-
ка НЗП. По условию задачи h = 4, т.к. самое 
большое подразделение фирмы формируют 
программисты. 
2. Определение числа звезд или вершин пер-
вой доли. Кандидатам не прошедшим отбор 

нужно поставить в соответствие необходи-
мое число звезд степени h. В нашем случае 
12-(1+2+3+4) = 2 кандидата формируют одну 
звезду. 
3. Добавление звезд и ребер. Добавить одну 
вершину первой доли в граф и соединить ее 
со всеми вершинами второй доли ребрами 
минимального веса. 
4. Выравнивание степеней звезд.  Для каждой 
звезды степени k, k<h добавить h-k смежных 
вершин второй доли, соединенных ребрами 
минимального веса. 
 
В матричной постановке добавление вершин 
эквивалентно добавлению строк и столбцов в 
матрицу смежности графа. 
 
Пусть оценки 12-ти кандидатов 4-х подраз-
делений компании заданы в виде следующей 
таблицы (рис.1). 

 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1 41 999 18 17 11 37 39 33 38 26 27 21 
2 999 26 31 7 45 999 23 999 9 28 999 32 
3 31 27 999 999 13 17 999 999 14 40 999 16 
4 999 2 2 999 1 999 2 41 34 15 13 999 

Рис. 1 - Оценки кандидатов 
 
Минимальная оценка равна нулю и считается 
лучшей, наихудшей оценкой является беско-
нечность, в матрице ей соответствует число 
999. 

Выполним балансировку задачи - добавление 
недостающих звезд, выравнивание их степе-
ней, установка весов ребер (рис. 2). 
 

 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1 41 999 18 17 11 37 39 33 38 26 27 21 0 0 0 999 999 999 999 999 

2 999 26 31 7 45 999 23 999 9 28 999 32 999 999 999 0 0 999 999 999 

3 31 27 999 999 13 17 999 999 14 40 999 16 999 999 999 999 999 0 999 999 

4 999 2 2 999 1 999 2 41 34 15 13 999 999 999 999 999 999 999 999 999 

5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 999 999 999 999 999 999 0 0 

Рис. 2 – Матрица сбалансированной задачи 
 
Далее выполняется поиск НЗП графа К5,20 
звездами S4 по нормализационному алго-
ритму. Результатом работы алгоритма явля-
ется матрица эквивалентности. Она опреде-

ляет один класс эквивалентности, поскольку 
в матрице все линии равны. Элементы реше-
ния выделены зеленым и красным (рис. 3). 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
1 26 13 13 5 8 12 13 26 7 26 24 11 0 0 0 -2 -2 -5 26 26 

2 28 15 15 7 10 14 15 28 9 28 26 13 2 2 2 0 0 -3 28 28 

3 31 18 18 10 13 17 18 31 12 31 29 16 5 5 5 3 3 0 31 31 

4 15 2 2 -6 -3 1 2 15 -4 15 13 0 -11 -11 -11 -13 -13 -16 15 15 

5 0 -13 -13 -21 -18 -14 -13 0 -19 0 -2 -15 -26 -26 -26 -28 -28 -31 0 0 

Рис. 3 – Матрица эквивалентности 
Результирующая матрица эквивалентности, полученная  путем  перестановки соответ-
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ствующих столбцов (рис. 4). 
 

10 13 14 15 4 9 16 17 5 6 12 18 2 3 7 11 1 8 19 20 
1 26 0 0 0 5 7 -2 -2 8 12 11 -5 13 13 13 24 26 26 26 26 

2 28 2 2 2 7 9 0 0 10 14 13 -3 15 15 15 26 28 28 28 28 

3 31 5 5 5 10 12 3 3 13 17 16 0 18 18 18 29 31 31 31 31 

4 15 -11 -11 -11 -6 -4 -13 -13 -3 1 0 -16 2 2 2 13 15 15 15 15 

5 0 -26 -26 -26 -21 -19 -28 -28 -18 -14 -15 -31 -13 -13 -13 -2 0 0 0 0 

Рис. 4 – Результирующая матрица 
 

Результат решения задачи 
 
менеджер: кандидат №10, его оценка 26;  
проектировщики:  кандидаты №4 и № 9, их 
оценки 7 и 9; 
тестировщики: кандидаты №5, №6, №12, их 
оценки 13,17,16; 
программисты:  кандидаты №2, №3, №7, 
№11 их оценки 2,2,2,13; 
Сумма оценок кандидатов (вес НЗП): 107. 
 

Выводы 
 
В прикладном аспекте, представленные ре-
зультаты могут быть использованы при раз-
работке систем календарного планирования 
и оперативного управления на транспорте, 
систем управления гибкими автоматизиро-
ванными системами для предприятий с дис-
кретным характером производства и решения  
прикладных задач распределения ресурсов 
[3,4]. 
 
С точки зрения дискретной математики, дан-
ное исследование являются существенным 
вкладом в теорию паросочетаний, т.к. обоб-
щают множество известных задач в том чис-
ле: наибольшее паросочетание, задачу о 
назначениях, трансверсали, 2-фактор и 
д.р. [1,2]. 

 
Необходимо также отметить, что математи-
ческая модель задачи поиска характеризуется 
типизацией звезд или вершин первой доли по 
мощности. Следовательно, данная работа 
развивает теорию моделей прикладных задач 
распределения ресурсов и т.п. [4,3]. 
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