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Введение 
 
Рассмотрим решение многокритериальной 
задачи на примере процедуры приобретения 
недвижимости. Например, при покупке квар-
тиры Вы учитываете следующие критерии: 
бюджет, площадь, район, цена и т.д. Каждый 
критерий определяет соответствующее под-
множество рыночных альтернатив и задача 
Вас, как покупателя найти разумный комп-

ромисс, т.е. реализовать процедуру пересе-
чения ваших желаний и возможностей на 
заданном множестве альтернатив (квартир). 
К сожалению, на данный момент развития 
научной мысли, никто не придумал универ-
сальный машинный алгоритм, реализующий 
этот компромисс. Большинство эффективных 
алгоритмов могут только предложить неко-
торые эффективные альтернативы на основе 
некоторой общей схемы рационального по-
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ведения. Следует отметить, что решение 
многих практических многокритериальных 
задач представляет огромную сложность, как 
с оптимизационной, так и вычислительной 
точек зрения, поскольку число альтернатив 
обычно экспоненциально. Поэтому, основ-
ной задачей многокритериальной оптимиза-
ции является поиск компактного множества 
эффективных альтернатив, которые человек 
может осмыслить и принять решение, опира-
ясь на свой опыт и предпочтения. 
 

Анализ проблем многокритериальной  
оптимизации 

 
Перечислим основные проблемы многокри-
териальной оптимизации: 
1. Разнородность критериев. В ходе реше-
ния задачи на компьютере приходится срав-
нивать: доллары, километры, килограммы, 
секунды, мଶ и т.д. 
2. Различие критериальных шкал. Например, 
шкала да-нет; четырехбальная шкала; шкалы: 
цены, времени, температуры и т.п. В этом 
случае максимальные значения бедных оце-
ночных шкал задавливают допустимые зна-
чения широких шкал. 
3. Оценка важности критериев. Сводится к 
определению весовых коэффициентов крите-
риев целевой функции [5,6,7]. После опреде-
ления этих коэффициентов все критерии ста-
новятся равнозначными. 
4. Противоречивость критериев. Например, 
при покупке квартиры, выбор престижного 
района влечет уменьшение площади и уве-
личение цены. 
5. Выбор принципа оптимальности. С точки 
зрения классической оптимизации решения 
многокритериальных задач не являются оп-
тимальными. Из-за противоречивости крите-
риев оптимум одного из критериев влечет за 
собой ухудшение других критериев. Поэтому 
решения таких задач называют эффективны-
ми с точки зрения выбранного принципа оп-
тимальности или выбранной схемы поиска 
компромисса [4]. 
6. Принцип равномерности. Качественные 
решения должны удовлетворять фундамен-
тальному принципу равномерности, соглас-
но, которому элементы решений должны 
быть максимально равнозначными (близки-
ми по весу). Неравномерные решения недо-
пустимы, поскольку влекут катастрофичес-
кий вторичный ущерб (потеря репутации, 
клиентов, жизней и т.п.). Следует отметить, 
что равномерность отражает разумный ба-

ланс критериального выигрыша и проигры-
ша. Удовлетворение этого принципа умень-
шает общий выигрыш, но повышает качество 
решений. 
 

Проблемы методов решения  
многокритериальных задач 

 
Следует отметить, что большинство методов 
решения многокритериальных задач состоит 
из двух этапов – нормализации, которую 
обычно считают тривиальной, и оптимиза-
ционной процедуры на основе выбранной 
схемы компромисса. Классическая нормали-
зация состоит в приведении каждого из кри-
териев задачи к безразмерному виду путем 
простого линейного преобразования - деле-
ния взвешенного значения на максимальный 
элемент критериальной последовательности. 
Предполагается, что нормированные значе-
ния всех критериев принадлежат одному ти-
пу, для которого допустимы соответствую-
щие арифметические операторы и операции 
сравнения. Обычно нормализация выполняе-
тся, по следующей формуле 
 

 
0 min

max min
i i

i
i i

C CC
C C





  

 
где: iC - нормированный критерий;  

max
iC - максимальное значение критерия;  
min
iC - минимальное значение критерия;  
0
iC  - исходное измеренное значение крите-

рия. 
 
Но, такая нормализация создает массу серье-
зных проблем. Следует понимать, что деле-
ние на максимальное значение всех критери-
ев в процедуре классической нормализации 
изменяет важность соответствующих крите-
риев по отношению друг к другу, если их 
значения распределены неравномерно. Необ-
ходимо подчеркнуть, что равномерное расп-
ределение значений является исключитель-
ным. В реальном мире очень мало богатей-
ших, красивейших и т.п., и простым смерт-
ным равняться с ними противоестественно. 
Задача определения корректного максимума 
для каждого критерия является сложной, т.к. 
он может быть статистическим выбросом, 
или находиться вне пределов критериальной 
последовательности. Так же отметим, что 
часто предпочтения людей вдоль критериа-
льной шкалы распределяются нелинейно. 
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Например, люди обычно равняются на себе 
подобных по образованию, культуре, доходу 
и т.п. и формируют соответствующие группы 
или кластеры. Поэтому оценки представите-
лей других групп, в том числе и лучших, бу-
дут ниже. Как проводить нормализацию кри-
териев в этом случае? 
 
Подведем некоторые итоги. Поскольку, мак-
симумы критериев различны и критерии 
обычно распределены не равномерно, клас-
сическая нормализация нелинейно искажает 
важность критериев вдоль критериальной 
шкалы. В этом случае ошибка некорректного 
определения весов критериев закладывается 
уже на начальном этапе решения задачи, т.е. 
на вход оптимизационной процедуры пере-
даются искаженные данные. Устранить оши-
бку может нелинейная нормализация. 
 
В работе [1] она представлена тремя проце-
дурами порядковой нормализацией LOS, 
MOS и GOS. Они определяют: нижнее зна-
чение нормированного критерия LOS, полу-
ченное на основании отношения строгого 
предпочтения; верхнее значение GOS, полу-
ченное с учетом строго предпочтения и без-
различия и MOS – их среднее. Эти процеду-
ры могут применяться для нормализации 
критериев следующих многокритериальных 
задач: 
1. задачи поиска наибольшего паросочетания 
двудольного графа (задача о назначениях); 
2. задачи поиска наибольшего звездного пок-
рытия (НЗП); 
3. задачи поиска 2-фактора. 
 
В работе [2] рассматриваются эти задачи в 
однокритериальной постановке. 
 

Математическая модель задачи 
 
Рассмотрим оптимизационную задачу поиска 
НЗП для графа  , 1 2, ,n n hG V V E  [2,3] в матри-
чной постановке ( h  - степень звезды). В ней 
отражена принадлежность элемента ij  мат-
рицы двудольного графа   некоторому наи-

большему звездному покрытию V
hE E . Это 

достигается путем умножения этого значения 
на соответствующее значение {0,1}x  
 
Пусть: M - строки, N - столбцы,  /h N M - 
степень звезды и, тогда постановка имеет 
вид. 
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Выражение 
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представляет функционал однокритериаль-
ной задачи. 
 

При 1k   выражения
1

M

ij
i

x h


  и 
1

1
N

ij
j

x


  

показывают, что в каждой строке есть h  
элементов ij , а каждом столбце исходной 
матрицы находится один элемент решения 

ij , т.е. эти выражения определяют звезды
'
hE . 

Следует отметить, что: 
1. При 1h   (1) представляет собой постано-
вку классической задачи о назначениях (ЗН). 
Различные варианты этой задачи и алгорит-
мы ее решения подробно рассмотрены в ра-
боте [8]; 
2. Задача поиска наибольшего паросочетания 
может быть представлена эквивалентной оп-
тимизационной постановкой (1) с матрицей 
назначений элементами которой есть значе-
ния 0 или 1 (есть ребро, нет ребра); 
3. Постановка задачи (1) при 1k  заслужива-
ет отдельного рассмотрения. Отметим, толь-
ко что эта задача может быть сведена к пос-
ледовательности решений k  задач НЗП в 
матрицах размерности , ,j jMxN N N j   

1,j k ; 
4. При 2h k  получаем постановку задачи 
поиска 2-фактора, или поиска покрытия гра-
фа остовными циклами [8]. 
 
В работах [2,3] рассматриваются вопросы 
сведения вышеперечисленных оптимизаци-
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онных задач к поиску наибольшего звездного 
покрытия и метод решения этих задач. 
 
В многокритериальной постановке элемент 
матрицы ij  представляет сложный тип дан-
ных, называемый вектором критериев.  
 
  , 1,k

ij ijC k L    (2) 
 
где: L  – число критериев; k

ijC  – значение k -

го критерия элемента решения ij . 
 
Многокритериальная задача поиска НЗП 
с множеством равнозначных критериев: 

 

 

 
 

 
 

 
 

(1) (1)

(2) (2)

( ) ( )

* 1
(1)

,

* 2
(2)

,

*
( )

,

min

min

...

min

V Vh h

V Vh h

V Vk h k h

h ij
E i j E

h ij
E i j E

k
k h ij

E i j E

E C

E C

E C







 


 



 









 (3) 

 
где: 

 ( ) ( ),

min
V Vk h k h

k
ij

E i j E

C

  – вес НЗП ( )

V
k hE  k-го кри-

терия; k
ijC  – вес k-го критерия. 

 
Обоснование предложенного метода 

 
Ключевой идеей работы [1] было объедине-
ние этапов нормализации и оптимизации в 
виде одной полиномиальной 3( log )O n n  че-
ловеко-машинной процедуры (ЧМП), в кото-
рой лицо принимающее решение (ЛПР) опре-
деляло необходимую стратегию поиска эф-
фективного решения по каждому из критери-
ев задачи. Эта стратегия определялась соот-
ветствующей процедурой нормализации: 
LOS-пессимизм, GOS-оптимизм и средневз-
вешенной - MOS.  На начальном этапе ЧМП 
задается средневзвешенная стратегия по всем 
критериям задачи. Затем выполнялся опти-
мизационная процедура и этап анализа полу-
ченных решений. В ходе, которого ЛПР 
определяло веса, каких критериев нужно по-
днять, а каких опустить. Для этого он выби-
рал соответствующее нижнее, среднее или 
верхнее нормированное значение. Этапы оп-
тимизации и анализа повторяются, пока не 
будет найдено эффективное решение. 

Отметим, что число возможных стратегий 
ЧМП равно 3n , где n – число критериев за-
дачи. Его можно считать постоянным, т.к. 
постоянно число критериев. Однако заметим, 
что наблюдается экспоненциальный рост чи-
сла стратегий при увеличении числа крите-
риев. Например, для десятикритериальной 
задачи число стратегий составляет 59049. 
Конечно, количество эффективных стратегий 
во много раз меньше, но следует отметить, 
что анализ, даже оставшихся, представляет 
сложный и трудоемкий для ЛПР мыслитель-
ный процесс. 
 
Поэтому основным достоинством нового ме-
тода есть – существенное облегчение работы 
ЛПР, которое достигается путем исключения 
его из процесса выбора стратегий, или выбо-
ра схемы компромисса. Данный метод сам 
находит компромисс при помощи процедур 
перестановки противоречивых критериев и 
выполнения над полученными последовате-
льностями процедур порядковой нормализа-
ции. Затем выполняется сведение многокри-
териальной задачи к однокритериальной пу-
тем сложения весов критериев соответству-
ющих элементов последовательностей. И 
далее выполняется оптимизационная проце-
дура, которая предоставляет ЛПР решения 
для анализа. Если полученное решение не 
удовлетворяет пользователя системы он на-
жимает кнопку next, указанные процедуры 
повторяются и ему для анализа предоставля-
ется новое решение. 
 
Итак, в работе представлен новый метод ре-
шения многокритериальной задачи, в кото-
ром тесно связаны процедуры нормализации, 
скремблирования и оптимизации. Схема 
компромисса реализуется в методе через но-
рмализацию. Процедура перестановки кри-
териев и их сложения требует отдельного 
пояснения. 
 
Идея порядковой нормализации состоит в 
замене упорядоченной последовательности 
весов критериев на упорядоченную последо-
вательность порядковых номеров или индек-
сов. Например, подобная ситуация наблюда-
ется, когда подводятся результаты спортив-
ных соревнований. Т.е. вычисляется соответ-
ствующая позиция спортсмена в общем рей-
тинге в зависимости от показанного резуль-
тата (время, вес, длина, баллы и т.п.). Приме-
ром данной шкалы в макроэкономике являю-
тся оценки рейтинговых агентств Moody’s и 
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Fitch. В этом случае выполняется отображе-
ние размерных величин произвольной вели-
чины в соответствующее компактное множе-
ство безразмерных оценок или индексов. По 
своей сути это отображение является нели-
нейной нормализацией поскольку нелиней-
ной последовательности результатов ставит-
ся в соответствие линейная последователь-
ность порядковых номеров. 
 
Теперь рассмотрим процесс нормализации, 
применительно к решаемым задачам. Заме-
тим, что если некоторое подмножество эле-
ментов решения (ребер звездного покрытия) 
заменить на другое допустимое подмножест-
во, то получится новое решение. Специфика, 
рассматриваемых перестановочных задач 
состоит в том, что можно делать замены по 
два (2 на 2), по три (3 на 3) и т.д. и не допус-
каются одиночные замены. Если замена уве-
личивает наш выигрыш или является эквива-
лентной она получает призовой бал. Следо-
вательно, в процессе построения решений 
сравниваются веса соответствующих подм-
ножеств, т.е. выполняется сравнение групп 
элементов. Так вот, в данной нормализации 
учитываются только сравнения пар элемен-
тов (2 на 2). Такое упрощение облегчает по-
иск компромисса многокритериальной зада-
чи. Конечно, для повышения точности нор-
мализации можно учитывать перестановки 
элементов более высоких порядков, напри-
мер, замены по два и по три. Но, во-первых, 
алгоритм такой нормализации будет иметь 
нехорошую вычислительную сложность 

5( )O n . И во-вторых, такая точность оказыва-
ет слабое влияние на поиск качественного 
решения, поскольку точность нормализации 
теряется на фоне влияния критериальных 
противоречий на качество решений. Рассмо-
трим математическую модель нормализации. 
 

Алгоритмы порядковой сортировки 
 
Пусть: C – исходный массив; 
L,G,M – массивы упорядоченных индексов;  
less_count(C,C[i]), greater_count(C,C[i]), 
count(C ,C[i]) – функции определения коли-
чества элементов массива C: меньших, 
больших и равных элементу C[i]. 
Замечания: Индексация в массивах начинае-
тся с нуля. Целевая функция минимизирует-
ся. 
Вычисление массивов L, G, M при миними-
зации функционала. 
 

Осторожный пессимизм (<) 
Алгоритм less_order_sort (LOS): 
L[i] = LOS(C,C[i]) = less_count(C,C[i]), (4) 
Осторожный оптимизм (<=)  
Алгоритм greater_ order _sort (GOS): 
G[i] = GOS(C,C[i]) =  
= N - 1 -greater_count(C,C[i]) = 
= less_count(C,C[i]) + count(C ,C[i]) - 1,  (5) 
Средневзвешенная стратегия  
Алгоритм mean_ order _sort (MOS): 
M[i] = MOS(C,C[i]) =  
=(LOS(C,C[i]) +GOS(C,C[i]) )/2 (6) 
 

i 0 1 2 3 4 5 6 7 
C -50 10 10 90 -20 10 90 -20 
L 0 3 3 6 1 3 6 1 
G 0 5 5 7 2 5 7 2 
M 0 4 4 6,5 1,5 4 6,5 1,5 

 
Рис.1. Пример порядковой сортировки мас-

сива C 
 
Нормализация - вычисление порядкового 

значения критерия 
 

   
1
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,

N
k k k k
ij i r ij rj

r i r
L LOS C C C




 

  , (7) 

 

   
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0,
,
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ij i r ij rj

r i r
G GOS C C C




 

  , (8) 

 
   / 2k k k

ij ij ijM L G  , (9) 
 
где: kL  и kG - порядковые матрицы, в кото-
рых находятся интегральные нижние и верх-
ние оценки k -го критерия k

ijC ; k
ijL  и k

ijG  
элементы i-ой строки и j-го столбца порядко-
вой матрицы; k

i rC   - массив, вычисляемый 
как разность строк i  и r  исходной матрицы 
смежности двудольного графа kС k -го кри-
терия; k

ijM  - среднее значение. Чтобы рабо-
тать с целыми числами элементы матрицы 
нужно умножить на два. 
Следует сказать, что вычисление нормиро-
ванных значений по формулам (7,8) имеет 
сложность  4O n . В работе [1] приведен ал-
горитм нормализации, основанный на быст-
рой сортировке массивов, сложность которо-
го равна 3( log )O n n . 
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Необходимо отметить, что огромным преи-
муществом порядковой нормализации являе-
тся получение существенного разнообразия 
нормированных значений критерия для изна-
чально бедных критериальных шкал. Это ра-
знообразие объясняется учетом всевозмож-
ных парных сочетаний критериев. В этом 
смысле, данную нормализацию можно расс-
матривать, как процедуру поиска скрытых 
знаний в исходных данных задачи. 
 
Перестановки и суммирование критериев 
 
Пришло время обосновать перестановки но-
рмированных значений и допустимость ма-
тематических операций. Известно, что нека-
чественные решения получаются поскольку 
целевые функции многокритериальной зада-
чи нацелены исключительно на максималь-
ный выигрыш. Поэтому, в некачественных 
решениях потери по отдельным критериям 
теряются на фоне суммарного выигрыша. 
Понятно, чтобы получить эффективные ре-
шения нужно, чтобы при нормализации мак-
симумы не задавливали минимумы. Это яв-
ляется огромной проблемой для современной 
науки. В данной работе ее предлагается ре-
шить при помощи процедур перестановки 
конфликтных критериев и порядковой нор-
мализации. Рассмотрим процедуру переста-
новки критериев элементов решения многок-
ритериальной задачи. 
 
Чтобы понять, как эта процедура работает, 
рассмотрим следующий пример. Судейский 
комитет должен определить рейтинг сборных 
различных стран путем суммирования рей-
тинга танцевальных пар. Допустим, украинс-
кий танцор имеет высокий рейтинг, а его 
партнерша – низкий. Поменяем местами рей-
тинги этой пары спортсменов и дадим ответы 
на два важных вопроса: 
1. Как изменится рейтинг танцевальной пары 
и рейтинг сборной? 
2. Как изменятся рейтинги во множестве ма-
льчиков и во множестве девочек украинской 
сборной? 
 
Ответ на первый вопрос очевиден – рейтинги 
пары и сборной останутся прежними, поско-
льку перестановка не изменяет множество 
оценок спортсменов. Значит арифметические 
операции, и операции сравнения танцеваль-
ных пар будут корректными поскольку они 
сохраняют упорядочение пар и сборных. 
Следует отметить, что если танцевальную 

пару понимать, как некоторую сущность, ко-
торая описывается двумя критериями, то 
сложение этих критериев представляет про-
цедуру сведения многокритериальной задачи 
к однокритериальной. Для того чтобы обос-
новать такое Наглое сведение рассмотрим 
второй вопрос. 
 
Ответ на него позволяет сделать ряд важных 
выводов с точки зрения многокритериальной 
оптимизации. После замены рейтинги маль-
чиков изменятся, т.к. понижение рейтинга 
мальчика изменяет упорядочение танцоров. 
Т.е. для мужчин, у которых рейтинг до изме-
нения был выше он не изменится, а танцоры 
с рейтингами ниже предыдущего рейтинга и 
выше рейтинга партнерши поднимутся на 
одну позицию. Для девочек, которые попа-
дают в указанный диапазон, произойдет по-
нижение рейтинга. Следовательно, парные 
сочетания спортсменов оказывают непосред-
ственное влияние на их рейтинги. Поэтому 
такая нечестная перестановка оценок имеет 
смысл, поскольку позволяет, во-первых, вы-
делить несбалансированную пару в сборной, 
и во-вторых, вынуждает оптимизационный 
алгоритм искать для нее более эффективную 
замену. В этом случае важно понимать, что 
процедуры перестановки и пересчета рейти-
нгов реализуют поиск компромисса многок-
ритериальной задачи т.е. позволяют полу-
чить более эффективные решения. В пред-
ложенном методе решения задачи перестано-
вка рейтингов аналогична указанной, а пере-
счет рейтингов выполняет порядковая нор-
мализация. 
 

Особенности критериальных  
перестановок 

 
В данных момент следует обратить ваше 
внимание на три важных момента, связанных 
с перестановкой элементов критериальных 
векторов. 
 
Во-первых, для рассматриваемых многокри-
териальных задач допустима перестановка 
оценок только в пределах отдельного элеме-
нта решения (вектора критериев), в нашем 
случае - танцевальной пары. Значит, запре-
щена перестановка критериев различных 
элементов решений (т.е. не допускается об-
мен партнерами или партнершами). 
 
Во-вторых, нужно определить элементы (ве-
ктора), для которых следует выполнить пере-
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становку оценок. Здесь возможны два вариа-
нта: 
1. перестановка оценок выполняется для всех 
элементов последовательности; 
2. перестановка оценок выполняется для 
элементов, соответствующих некоторому 
эффективному решению многокритериаль-
ной задачи. Обычно, это решение находится 
путем решения соответствующей однокрите-
риальной задачи. 
 
И в-третьих, нужно понимать, что существу-
ет несколько способов перестановки оценок. 
Например, можно переставлять оценки рав-
ноудаленные от центра упорядоченного век-
тора. Или использовать более мягкую схему 
– менять оценки расположенные на половине 
длины вектора критериев. Для некоторых 
прикладных задач с большим числом крите-
риев можно обосновать варианты перестано-
вок для выделенных подгрупп элементов. 
 

Процедуры скремблирования 
 
Пусть  , 1,k

ij ijC C k K   - критериальный 
вектор. Упорядочим по весу критериальный 
вектор ijC . 
 
Процедуру скремблирования scramble_1 реа-
лизуется путем перестановки местами весов 
критериев равноудаленных от центра упоря-
доченного вектора ijC , т.е. с индексами (i) и 
(K-i+1), (i<=K). А процедуру scramble_2 вы-
полним посредством перестановки местами 
критериев с индексами (i) и (i+K/2), (i<=K/2). 
Пример. Допустим, критериальный вектор 
состоит и четырех элементов  1 2 3 49 ,4 ,1 ,7 . 
Для каждого критерия указан вес и в верхнем 
регистре номер.  3 2 4 11 ,4 | 7 ,9  - упорядочен-
ный вектор. Тогда результат scramble_1 - 

 1 2 3 41 ,7 ,9 ,4 , а scramble_2 -  1 2 3 44 ,9 ,7 ,1 . 
 
Алгоритм решения многокритериальной 

задачи 
 
Алгоритм решения задачи, образованный 
процедурами скремблирования, порядковой 
нормализации критериев и оптимизации на-
зывается Scramble_optimize. Давайте рассмо-
трим несколько важных вопросов касательно 
данного алгоритма. 
1. Сколько раз следует выполнить алгоритм? 

2. Является ли алгоритм скремблирования 
сходящимся? 
 
Заметим, что оба этих вопроса связаны. И 
прежде, чем ответить на них следует сказать, 
что порядковая нормализация упрощает мо-
дель данных многокритериальной задачи. 
Это означает, что она искажает исходные 
данные по установленным правилам. В этом 
смысле, рейтинг команд футбольного турни-
ра значительно беднее результатов всех его 
матчей. Нормализация и скремблирование 
определяют аналогичный рейтинг, который 
упрощает выбор лучших элементов. Однако, 
нужно помнить, что любой рейтинг – это 
упрощение, которое обедняет модель данных 
и у каждого упрощения есть предел. В нашем 
случае, его определяет пользователь системы 
в процессе анализа решений. Максимально 
рекомендованное число нажатий кнопки 
Scramble_optimizeравняется количеству кри-
териев. 
 
Начальная нормализация называется норма-
лизацией нулевого порядка, ее данные явля-
ются входными для алгоритма Scram-
ble_optimize. После каждого выполнения ал-
горитма порядок нормализации повышается 
на единицу. 
 
Следует отметить, что сходимость алгоритма 
скремблирования представляет исключите-
льно научный интерес, так как на практике 
все решает пользователь. А науку интересу-
ют вопросы сходимости данных, накопления 
ошибок. Это сложные вопросы, надеюсь дать 
на них ответ в дальнейших исследованиях. 
 

Общая схема алгоритма 
Scramble_optimize 

 
1. Скремблирование всех критериев 

 k k
ij ijM scramble M . Вычисление матриц 
kM . 

2. Порядковая нормализация всех критериев 
по выбранной ЛПР стратегии, вычисление 
матриц kM , k k k

ij ij ijM L G  . 
3. Получение однокритериальной задачи пу-
тем суммирования критериев. Вычисление 

матрицы M ,
1

K
k

ij ij
k

M M


 . 

4. Оптимизация - решение однокритериаль-
ной задачи, представленной матрицей M . 
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Пример решения многокритериальной  
задачи о назначениях 

 
Прежде чем рассматривать практический 
пример следует отметить, что данная реали-
зация алгоритма Scramble_optimize имеет 
следующие особенности: 
1. Работа алгоритма будет рассмотрена на 
примере решения четырехкритериальной за-
дачи о назначениях. Выбор ЗН объясняется 
тем что она широко известна [8] и не требует 
дополнительных поясней. Однако, нужно 
отметить, что процедуры скремблирования и 
нормализации допустимы для всех оптими-
зационных задач, сводимых к поиску звезд-
ного покрытия; 
2. Будет рассмотрена сложная многокритери-
альная ЗН, у которой критериальные шкалы 
задачи будут иметь существенные различия; 
3. Нормализация всех критериев осуществля-
ется на основе средневзвешенной стратегии 
MOS; 
4. Скремблирование критериев выполняется 

для всех векторов матрицы смежности дву-
дольного графа; 
5. Скремблирование критериев будет реали-
зовано при помощи процедуры scramble_2. 
 
Теперь рассмотрим практический пример. 
 
Допустим, чтобы получить назначение в соо-
тветствующее силовое подразделение офи-
цер должен получить максимальные оценки 
по следующим критериям: 
1. iq - [80-140]; 
2. пол - [0,1]; 
3. тактика - [60-100]; 
4. огневая подготовка - [3,4,5]. 
 
Командование желает определить наиболее 
эффективное назначение для всех военнос-
лужащих. 
 
Данные задачи представлены матрицей, в 
которой строки – это офицеры, а столбцы – 
спецподразделения (назначения) 

 
. 0 1 2 3 4 5 6 
0 (85;1;65;3) (97;1;93;3) (87;0;86;3) (136;0;82;5) (116;1;86;4) (100;0;91;4) (132;1;82;5) 
1 (95;0;80;4) (133;1;78;5) (108;1;87;5) (123;1;76;4) (84;0;86;3) (116;1;77;4) (84;0;61;3) 
2 (104;1;93;4) (128;1;84;5) (122;1;72;3) (110;0;74;5) (98;0;69;4) (118;0;63;3) (118;1;98;4) 
3 (125;1;66;3) (129;0;80;5) (135;0;70;3) (103;1;95;5) (92;0;98;5) (88;0;87;3) (97;1;68;3) 
4 (110;1;71;3) (121;0;89;5) (139;0;76;3) (103;0;65;4) (89;0;100;3) (87;0;78;4) (130;1;83;3) 
5 (128;1;75;4) (110;0;76;4) (103;0;80;4) (85;1;93;4) (113;1;78;5) (130;1;70;3) (133;0;93;3) 
6 (122;0;66;4) (106;1;84;4) (101;0;89;5) (133;1;97;5) (131;1;81;4) (92;1;96;4) (115;0;96;3) 

 
Рис. 2. Исходная матрица четырехкритериальной задачи о назначениях 

(элементы всех найденных решений выделены заливкой) 
 
 
Шаг 1. Вычисляем порядковую матрицу че-
тырехкритериальной задачи о назначениях, 

каждый элемент которой представлен MOS 
значением соответствующего критерия. 

 
 0 1 2 3 4 5 6 
0 (14;42;18;22) (22;51;52;7) (10;23;42;20) (62;14;23;47) (50;56;34;37) (36;19;52;48) (58;47;31;71) 
1 (22;12;50;45) (60;48;28;49) (33;58;60;64) (54;47;27;16) (21;18;46;10) (56;52;35;46) (6;17;6;22) 
2 (22;42;68;46) (41;50;44;46) (41;60;26;15) (29;15;28;46) (30;19;10;32) (52;20;14;15) (37;46;62;52) 
3 (60;48;32;19) (50;18;28;53) (58;29;14;19) (22;57;58;51) (28;23;64;63) (18;24;48;21) (16;53;8;26) 
4 (34;53;34;27) (36;23;51;59) (68;35;29;27) (27;24;5;27) (16;29;62;18) (16;31;30;60) (55;57;41;34) 
5 (56;44;41;52) (24;13;22;23) (18;24;36;44) (6;48;57;21) (39;54;23;62) (58;54;15;21) (51;15;58;29) 
6 (44;11;9;41) (19;49;27;15) (24;23;45;63) (52;47;54;44) (68;53;13;30) (16;52;58;41) (29;17;46;18) 

 
Рис. 3. Порядковая матрица 4

(1)M  
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 0 1 2 3 4 5 6 
0 96 132 95 146 177 155 207 
1 129 185 215 144 95 189 51 
2 178 181 142 118 91 101 197 
3 159 149 120 188 178 111 103 
4 148 169 159 83 125 137 187 
5 193 82 122 132 178 148 153 
6 105 110 155 197 164 167 110 

 
Рис. 4. Матрица соответствующей однокритериальной задачи 1

(1)M  
 
Элементы решений: [0,4], [0,6], [1,2], [2,1], 
[3,3], [3,4], [4,5], [4,6], [5,0], [6,3], [6,5] 

Шаг 2. Выполняем скремблирование крите-
риев и вычисляем порядковую матрицу. 

 
 0 1 2 3 4 5 6 
0 (22;18;39;16) (56;22;12;54) (21;42;15;10) (20;42;62;16) (34;36;48;61) (54;49;34;16) (30;70;60;49) 
1 (50;44;22;16) (49;60;53;26) (60;64;58;34) (26;15;54;45) (18;20;18;46) (44;56;44;34) (18;6;22;6) 
2 (52;68;40;20) (52;42;39;46) (19;26;61;41) (53;30;25;27) (17;34;24;10) (14;13;54;24) (58;52;34;33) 
3 (32;12;60;50) (15;50;60;26) (16;14;28;58) (58;51;22;62) (64;64;17;28) (24;48;19;18) (61;16;25;10) 
4 (53;34;23;35) (54;52;13;34) (28;27;43;68) (18;28;23;6) (27;16;20;60) (49;16;68;28) (44;36;56;49) 
5 (41;59;56;50) (18;22;9;24) (33;44;17;23) (42;7;15;58) (62;24;58;38) (16;19;58;58) (12;52;35;58) 
6 (8;40;44;4) (58;20;16;26) (46;64;24;24) (54;53;52;44) (28;14;54;68) (42;16;35;58) (16;46;26;28) 

 
Рис. 5. Порядковая матрица 4

(2)M  
 

 0 1 2 3 4 5 6 
0 95 144 88 140 179 153 209 
1 132 188 216 140 102 178 52 
2 180 179 147 135 85 105 177 
3 154 151 116 193 173 109 112 
4 145 153 166 75 123 161 185 
5 206 73 117 122 182 151 157 
6 96 120 158 203 164 151 116 

 
Рис. 6. Матрица соответствующей однокритериальной задачи 1

(2)M  
 
Элементы решений: [0,6], [1,2], [2,1], [3,4], 
[4,5], [5,0], [6,3] 

Шаг 3. Скремблирование критериев, вычис-
ление порядковой матрицы 

 
 0 1 2 3 4 5 6 
0 (30;30;13;25) (13;48;62;22) (12;12;26;31) (40;13;17;64) (35;44;54;42) (22;19;59;56) (60;58;37;64) 
1 (30;14;38;48) (58;34;41;57) (52;66;40;58) (54;52;26;18) (26;12;47;18) (34;40;44;57) (4;15;9;16) 
2 (32;34;64;53) (40;46;58;44) (60;48;22;18) (30;18;38;53) (42;12;10;22) (30;42;8;8) (42;58;44;32) 
3 (58;58;10;28) (41;6;32;70) (55;34;14;16) (26;60;56;52) (17;22;67;58) (16;20;30;52) (16;58;10;26) 
4 (32;46;40;22) (18;24;46;60) (63;44;26;28) (40;9;2;22) (46;22;30;28) (25;64;30;49) (60;52;46;34) 
5 (56;52;45;64) (17;14;11;20) (12;13;46;44) (8;43;49;18) (36;66;20;62) (54;57;19;28) (48;32;50;24) 
6 (31;7;10;38) (23;28;54;21) (22;31;65;50) (42;50;56;52) (64;58;32;16) (20;61;43;21) (31;26;42;14) 

 
Рис. 7. Порядковая матрица 4

(3)M  
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 0 1 2 3 4 5 6 
0 98 145 81 134 175 156 219 
1 130 190 216 150 103 175 44 
2 183 188 148 139 86 88 176 
3 154 149 119 194 164 118 110 
4 140 148 161 73 126 168 192 
5 217 62 115 118 184 158 154 
6 86 126 168 200 170 145 113 

 
Рис. 8. Матрица соответствующей однокритериальной задачи 1

(3)M  
 
Элементы решений: [0,6], [1,2], [2,1], [3,3], 
[3,4], [4,5], [5,0], [6,3], [6,4] 

Шаг 4. Скремблирование критериев, вычис-
ление порядковой матрицы 

 
 0 1 2 3 4 5 6 

0 (13;11;35;37) (60;16;12;57) (24;25;13;18) (14;52;51;16) (48;36;34;53) (62;48;32;12) (58;69;66;36) 
1 (46;42;22;20) (46;64;53;32) (58;45;68;40) (30;14;60;54) (50;15;18;20) (55;45;33;44) (11;4;15;4) 
2 (57;66;34;23) (52;46;42;51) (22;19;46;56) (41;53;18;22) (14;24;36;12) (9;6;37;36) (50;36;48;52) 
3 (21;18;61;60) (12;51;60;28) (24;8;58;32) (58;26;45;59) (57;66;26;16) (42;38;14;24) (22;16;50;16) 
4 (46;22;22;48) (44;56;16;26) (35;31;46;54) (10;35;16;6) (29;32;24;44) (50;35;56;26) (44;55;44;56) 
5 (51;57;62;51) (12;2;18;28) (48;42;12;6) (42;10;14;56) (65;34;64;22) (26;23;47;67) (23;44;32;50) 
6 (6;30;38;9) (38;17;31;38) (61;62;19;36) (46;58;52;50) (27;20;52;70) (40;25;22;54) (16;28;25;38) 

 
Рис. 9. Порядковая матрица 4

(4)M  
 

 0 1 2 3 4 5 6 
0 96 145 80 133 171 154 229 
1 130 195 211 158 103 177 34 
2 180 191 143 134 86 88 186 
3 160 151 122 188 165 118 104 
4 138 142 166 67 129 167 199 
5 221 60 108 122 185 163 149 
6 83 124 178 206 169 141 107 

 
Рис. 10. Матрица соответствующей однокритериальной задачи 1

(4)M  
 
Элементы решений: [0,6], [1,2], [2,1], [3,4], 
[4,5], [5,0], [6,3]. 
 
Полученные решения: 
Шаг 1 
A= { [0,6], [1,2], [2,1], [3,4], [4,5], [5,0], [6,3] } 
B= { [0,4], [1,2], [2,1], [3,3], [4,6], [5,0], [6,5] } 
Шаг 2 
A= { [0,6], [1,2], [2,1], [3,4], [4,5], [5,0], [6,3] } 
Шаг 3 
A= { [0,6], [1,2], [2,1], [3,4], [4,5], [5,0], [6,3] } 
C= { [0,6], [1,2], [2,1], [3,3], [4,5], [5,0], [6,4] } 
Шаг 4 
A= { [0,6], [1,2], [2,1], [3,4], [4,5], [5,0], [6,3] } 
 
 
 

Выводы 
 
Нужно отметить, что на каждой из четырех 
итераций алгоритма было найдено решение 
A. Это значит, что изменение весов ребер 
графа процедурами скремблирования и нор-
мализации с высокой точностью сохраняет 
упорядочение решений многокритериальной 
задачи. 
 
Порядковую нормализацию можно рассмат-
ривать, как процедуру поиска скрытых зна-
ний в исходных данных задачи. Обратите 
внимание на разнообразие оценок для второ-
го критерия «пол» в порядковых матрицах 

4
( )iM , вычисленных процедурой MOS. 
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В ходе алгоритма найдено множество состо-
ящее из трех близких решений {A,B,C}. Зна-
чит, метод эффективно находит компактное 
множество альтернатив, которые ЛПР может 
легко анализировать. 
 
 Первые три пункта выводов определяют об-
ласть применения метода Scamble_normalize. 
Его можно эффективно применять при реше-
нии наиболее сложных многокритериальных 
задач, характеризующихся большой размер-
ностью и большим числом критериев с раз-
личными измерительными шкалами и диапа-
зонами. 
 
Метод, в основе которого лежат алгоритмы 
порядковой нормализации и скремблирова-
нии критериев использует новые идеи и под-
ходы к решению многокритериальных задач. 
К его несомненным достоинствам можно от-
нести упрощение: процесса построения мно-
гокритериальных решений, процедур срав-
нения альтернатив, а также процедуры свер-
тки функционалов многокритериальной за-
дачи. Метод является строго полиномиаль-
ным, его вычислительная сложность равна 

3 logN N , она определяется сложностью по-
рядковой нормализации. 
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