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Аннотация. Изложена методика математического моделирования высокотемпературного 
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Анотація. Викладено методику математичного моделювання високотемпературного дротя-
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Key words: mathematical modelling, Kalman filter, high temperature measurement, parametric identi-
fication. 
 
 

Введение 
 
При экспериментальных исследованиях, ис-
пытаниях и эксплуатации различных теплоэ-
нергетических устройств, в том числе двига-
телей внутреннего сгорания транспортных 
средств возникает необходимость в высоко-
точных (с погрешностью не более 1 %) и ма-
лоинерционных (постоянная времени не бо-

лее 0,01 с) измерениях локальных темпера-
тур газовых потоков в диапазоне температур 
1000-2000ОС с достаточными надежностью и 
ресурсом. Известные высокотемпературные 
проволочные термопреобразователи (термо-
пары) не удовлетворяют указанным требова-
ниям, как по уровню погрешностей, так и по 
термостойкости и ресурсу. 
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Математическое моделирование составляет 
основу современных экспериментально-
расчетных исследований в машиностроении. 
 
Известно, что значительную часть проблема-
тики при математическом моделировании 
составляют обратные задачи (ОЗ), широко 
применяющиеся в теплоэнергетике, включая 
тепловые двигатели. Наиболее эффективным 
является экстремальный подход к решению 
ОЗ, состоящий в минимизации квадратичных 
целевых функционалов. 
 
В настоящей работе предлагается реализо-
вать такой подход в форме метода парамет-
рической идентификации физического про-
цесса в измерительном устройстве (проволо-
чном термопреобразователе). Метод заклю-
чается в получении на основе эксперимента-
льных данных оптимальных оценок Θ̂  неко-
торого вектора Θ искомых параметров, вхо-
дящих в математическую модель измерите-
льного устройства. Для реализации данного 
метода нами используется фильтр Калмана. 
 

Анализ публикаций 
 
В настоящее время известен ряд бесконтакт-
ных методов измерения высоких температур 
продуктов сгорания в тепловых двигателях 
[1], например, пирометрический. Однако, 
точность измерения метода, особенно при 
измерении локальных температур газа низ-
кая. Это обусловлено тем, что при измерении 
температуры пламени по излучению проис-
ходит пространственное усреднение темпе-
ратуры вдоль оси визирования пирометра. 
Неизлучающие горячие или холодные зоны 
газов принципиально не могут быть измере-
ны пирометрами излучения без специального 
подкрашивания газа. Кроме того, примене-
ние пирометров в ДВС дорогостоящая и тех-
нически сложная задача. Поэтому наиболее 
распространенными остаются контактные 
методы измерения высоких температур. 
 
Среди множества контактных методов изме-
рения температуры газа (Тг) практически от-
сутствуют методы и средства измерений, 
удовлетворяющие полностью перечислен-
ным выше условиям измерений [2]. Те же 
средства измерений, которые приближаются 
к этим условиям, очень сложно реализовать в 
ДВС технически. 
 
Прямые измерения проволочными термопре-

образователями (ТП) не удовлетворяют при-
веденным выше условиям из-за низкой тер-
мической стойкости и высокого уровня ме-
тодических погрешностей. Известные в на-
стоящее время косвенные методы измерения 
Тг (двух и более ТП, газодинамический, ка-
лориметрический и др. [3]) либо не приводят 
к повышению точности до требуемого уров-
ня [2, 4] , либо находятся на стадии исследо-
вания и не могут быть использованы. В связи 
с этим актуальной является задача повыше-
ния точности, быстродействия и предела из-
мерений проволочных ТП, наиболее широко 
применяемых в качестве штатных. 
 
Из-за высоких температур среды и особенно-
стей конструкции чувствительные элементы 
(ЧЭ) высокотемпературных проволочных ТП 
находятся в сложном нестационарном конве-
ктивно-лучисто-кондуктивном теплообмене 
с газовым потоком, с более нагретыми и бо-
лее холодными его областями, с окружаю-
щими элементами и собственной арматурой. 
В этом случае температурное поле проволо-
чного (цилиндрического) ТП описывается 
следующим уравнением [4]: 
 

 

тп тп

4
тп ст-тп ст

4 4 4
тп ф-тп ф тп ф-тп

[ ( , )] [ [ ( , )]

[ ( , )] { [

( , )] [ ( , )] },
г

C SdT x S T x
x x

T T x P Т

Т x Т T x

  
     

  
       

      

 (1) 

 
где α – коэффициент теплоотдачи от газа к 
ЧЭ; Тф и Тст – температуры факела и окру-
жающих стенок в градусах Кельвина; ст тп  и 

ф-тп  - приведенные коэффициенты черноты 
систем ”окружающие стенки-ЧЭ” и “факел-
ЧЭ”; ξ - коэффициент Стефана-Больцмана; λ 
- коэффициент теплопроводности материала 
ЧЭ; ф-тп  - угловой коэффициент облученно-
сти системы “факел-ЧЭ”; С, ρ и d – теплоем-
кость, плотность и диаметр ЧЭ соответст-
венно; S и Π – площадь и периметр попереч-
ного сечения ЧЭ. 
 
Как следует из уравнения (1), сложный теп-
лообмен приводит к существенному разли-
чию между температурами ЧЭ тп ( , )T x   и по-
тока газа Тг, что определяет погрешность из-
мерения последней. Основными составляю-
щими погрешности измерения являются кон-
вективная, характеризуемая температурой 
газа в точке размещения ТП и коэффициен-
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том теплоотдачи α на его поверхности, а та-
кже лучистая, определяемая коэффициентом 
Стефана-Больцмана ξ, приведенными коэф-
фициентами черноты ст-тп  и ф-тп  и темпера-
турами окружающих конструкций (стенки) 
Тст, факела Тф и термопреобразователя Ттп. 
 
Учитывая вышесказанное и проведя матема-
тические преобразования, запишем уравне-
ние (1) сложного теплообмена проволочного 
ТП в следующем виде [4]: 
 

 
тп г тп

4 4
тп ст

( )   ( ) ( )
4

[ ( ) ( )],

C d t t t

Т Т

 
     

 


   


 (2) 

 
где гt  и тпt  - температуры газа и термопрео-
бразователя в градусах Цельсия; ε – степень 
черноты ЧЭ. 
 
Отметим, что нелинейный характер диффе-
ренциального уравнения (2) относительно 

тп ( )t   затрудняет его решение аналитичес-
ким путем. 
 
В условиях существенного лучистого тепло-
обмена ЧЭ термопар с окружающей средой 
необходимо применять методы повышения 
быстродействия и точности измерений для 
каждого ТП на основе уравнения (2). Это, 
особенно учитывая обычно имеющие место 
значительные шумы в тп ( )t  , является слож-
ной и до последнего времени нерешенной 
задачей, так как в большинстве из предлага-
емых методов рассматривается только слу-
чай конвективного теплообмена. В [5] пред-
ложено для решения такой задачи использо-
вать методы параметрической идентификации, 
в частности оптимальный дискретный фильтр 
Калмана (ФК). 
 
В настоящей работе будет показано, что для 
этой цели может быть успешно использован 
экстремальный подход к решению ОЗ мате-
матического моделирования [6], состоящий в 
минимизации квадратичных целевых функ-
ционалов. Такой подход может быть реали-
зован в форме метода параметрической иде-
нтификации физического процесса или объе-
кта, который заключается в получении на 
основе экспериментальных данных оптима-
льных оценок Θ̂  некоторого вектора Θ ис-
комых параметров теплопереноса, входящего 

в его математическую модель [7]. Информа-
цию о характере и перспективах его исполь-
зования в различных отраслях науки и тех-
ники можно найти в представительном обзо-
ре [8]. 
 
Известно, что ОЗ относятся к некорректно 
поставленным задачам математической фи-
зики, которым свойственна неустойчивость 
решений. Поэтому вопросы достоверности и 
точности получаемых решений, в частности, 
методом параметрической идентификации 
имеют первостепенное значение. В техниче-
ской литературе [9-10] рассматривается па-
раметрическая идентификация как метод ре-
шения обратных задач теплопереноса, явля-
ющихся наиболее сложной разновидностью 
ОЗ. В таких ОЗ в качестве уравнений изме-
рения выступают математические модели 
теплопереноса в технических объектах. Про-
блемы точности результатов параметричес-
кой идентификации различных динамичес-
ких объектов рассматриваются в работах по 
теории чувствительности динамических сис-
тем, например, в монографии [11]. 
 
Методология оптимального планирования 
параметрической идентификации в завер-
шенном виде изложена, в частности, в моно-
графии [6]. В ее основу положены исследо-
вания особенностей информационной матри-
цы Фишера Φ, составленной из функций 
чувствительности измеряемых параметров к 
идентифицируемым, и которые отражают все 
значимые факторы постановки задачи мате-
матического моделирования. 
 
Добиваясь априори желательных свойств 
матрицы Φ путем выбора значимых факто-
ров проводимых исследований, можно осу-
ществить оптимальное планирование слож-
ного многопланового эксперимента. В работе 
[12] для обратных задач теплопроводности 
предложен показатель точности – совмест-
ные доверительные интервалы (СДИ) оценок 
параметров, определяемый как проекции со-
вместных доверительных областей (СДО) на 
оси многомерного пространства оценивае-
мых параметров. 
 

Цель исследования и постановка задачи 
 
Исходя из проведенного анализа, нами была 
сформулирована цель исследований, заклю-
чающаяся в создании метода измерения не-
стационарных высоких температур газа на 
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основе упомянутого фильтра Калмана для 
параметрической идентификации проволоч-
ного термопреобразователя. 
 
Метод заключается в получении оптималь-
ных (несмещенных, достоверных и состояте-
льных) оценок параметров математической 
модели проволочного термопреобразователя 
(коэффициента теплоотдачи α, степени чер-
ноты поверхности ЧЭ ε и температуры газа 
tг) в предположении их постоянства во вре-
мени по показаниям ТП, искаженным слу-
чайными погрешностями – шумами измере-
ний. 
 
В связи с этим ставятся следующие задачи 
настоящего исследования: 
1. Изложить методологию математического 
моделирования средства измерения, исполь-
зующую методы параметрической иденти-
фикации для получения оценок искомых па-
раметров процесса измерений; 
2. Применить предлагаемую методологию 
математического моделирования в случае 
параметрической идентификации проволоч-
ного ТП при измерении нестационарных вы-
соких температур газа; 
3. Предложить, исследовать и реализовать в 
виде программного продукта алгоритм пара-
метрической идентификации проволочного 
измерителя температуры газа; 
4. Экспериментально подтвердить справед-
ливость предложенного метода. 
 

Математическое моделирование и  
параметрическая идентификация  

проволочного термопреобразователя 
 
В качестве математической модели проволо-
чного ТП используем следующее преобразо-
ванное уравнение (2) его теплообмена с 
окружающей средой: 
 

 

тп
г тп

4 4
тп ст

( ) 4 4  ( ) ( )

4 [ ( ) ( )],

t t t
C d C d

Т Т
C d

   
    

  


   


 (3) 

 
линейное относительно параметров tг, α и ε, 
которые составят (3×1)-вектор искомых па-
раметров 
 
  г

Tt  Θ . 
 
Вектор измерения на k-м шаге (в k-й момент 

времени) имеет следующий вид: 
 
 

kтп( , ) [ ]k k k kt E     Y Ψ Е , 
 
где тпk

t  – измеряемая температура ТП; Ek – 
случайная погрешность этого измерения в k-й 
момент времени соответственно, причем Ek 
определяется как стохастичностью, исследу-
емого процесса, так и шумами в системе ре-
гистрации сигнала ТП; k=1, 2, …, N - поряд-
ковый номер измерения; N – размер выборки. 
 
Известно, что шум в измерениях является 
одним из факторов, способных вызывать не-
устойчивость решения ОЗ, т. е. сделать нево-
зможным успешное проведение измерений. 
Для учета влияния шума на этапах постанов-
ки и решения ОЗ будем использовать общеп-
ринятое для большинства измерений допу-
щение, что составляющие εik вектора εk яв-
ляются нормально распределенными случай-
ными величинами с нулевыми математичес-
кими ожиданиями, одинаковой дисперсией 
σ2 и некоррелированными между собой. Та-
кое допущение справедливо при однородных 
измерениях температур, выполняемых с по-
мощью одних и тех же первичных и регис-
трирующих преобразователей. Это позволяет 
представить основную характеристику слу-
чайного вектора εk – его ковариационную (m
m)-матрицу R – в виде 
 
 2 = R I , 
 
где I – единичная (mm)-матрица; R  – кова-
риационная матрица шумов измерений.  
 
Тогда оптимальные оценки ˆ

kΘ вектора Θ на 
каждом шаге последовательно в порядке по-
ступления измерений определяются по сле-
дующему алгоритму: 
 
 1 1

ˆ ˆ ˆˆ ( )k k k k k 
    Θ Θ K Y Y Θ , (4) 

 
 1

T T
k k k k k   K P H H P H R ; (5) 

 

 1 1k k k k  P P KH P ; (6) 
 

 1
ˆˆ ( )k k k





H Y Θ
Θ

, (7) 

 
где K – весовая матрица фильтра; kH – (m
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r)-матрица функций чувствительности 

θ
ik

ijk
j

yh 



, составляющих yik вектора измере-

ний к искомым параметрам θj (i=1, 2,…, m; 
j=1, 2,…, r; k=1,2,…, n), рассчитанная для 
значений Θ̂  в k-й момент времени; kP  и 1kP  
– ковариационные матрицы ошибок оценок, 
диагональные элементы которых являются 
дисперсиями ошибок оценок искомых пара-
метров [5]: 
 
 2

1
( )ij ij

  P , 

 
а остальные элементы входят в коэффициен-
ты корреляции между i-й и j-й компонентами 
вектора Θ. 
 
Нелинейный вид уравнения (3) не позволяет 
получить в аналитической форме функции 
чувствительности ijkh . В этом случае послед-
ние определяются следующим образом: 
 

 
ˆ( )jk

ijk
i

h
 

 


 

 1
ˆ ˆ ˆ( ..., ..., )jk k ik rk

i

   
 


 (8) 

 1 1
ˆ ˆ ˆ( ..., ..., )

,jk k ik rk

i

     



 

 
где i  - выбираемое из опыта малое при-
ращение параметра i . Т. е. для расчета всех 

ijkh  по формуле (8) необходимо (1+r) раз ре-
шить прямую задачу для рассматриваемого 
случая: один раз для расчета ˆ( )jk   и r раз – 

для расчета 1 1
ˆ ˆ ˆ( ..., ..., )jk k ik rk      . 

 
Итак, алгоритм параметрической идентифи-
кации рассматриваемого средства измерения 
заключается в последовательном выполне-
нии вычислений по формулам (4)-(7) для k-го 
шага в соответствии с поступающими изме-
рениями Yk в следующем порядке: 
1. По математической модели ТП на основе 
полученных (k-1)-х оценок параметров опре-
деляется прогноз вектора измерений 

1
ˆˆ ( )k kY Θ  путем решения дифференциально-

го уравнения (3), например, методом Рунге-
Кутта; 
2. По формуле (8) вычисляются составляю-

щие матрицы функций чувствительности kH ; 
3. По формулам (4)-(7) находится весовая 
матрица фильтра K, определяются новые 
оценки вектора искомых параметров ˆ

kΘ  и 
вычисляется ковариационная матрица kP  
ошибок оценок ˆ

kΘ , которая наряду с ˆ
kΘ  и 

измерениями Yk+1 служит основанием для вы-
полнения нового (k+1)-го шага. 
 
Для счета необходимо задаться начальными 
оценками идентифицируемых параметров 
 
  0 г0 0 0

ˆ Tt  Θ , 
 
вектора искомых параметров Θ и ковариаци-
онной матрицей их ошибок 
 
  0 11 22 33(0) (0) (0)diag P P PP , 
 
где (0)iiP  - дисперсии ошибок начальных 
оценок г0̂t , 0̂  и 0̂ . 
 
Для исследования сходимости алгоритма (4)-
(7) при параметрической идентификации про-
волочного термопреобразователя и выбора 
особенностей его реализации в рассматрива-
емом случае проведен значительный объем 
численных экспериментов на ПЭВМ, заклю-
чавшихся в следующем: 
1. Для различных исходных, выбранных в 
качестве истинных значений г0 0 0, ,t    
путем решения уравнения (3) методом Рунге-
Кутта находилась температура ЧЭ термопа-
ры 

0тп ( )t   с учетом его лучистого теплооб-
мена со стенками, имеющими температуру 
tст; 
2. Суммированием их с генерируемыми дат-
чиком случайных чисел при различных сред-
неквадратичных отклонениях (СКО) σ вели-
чинами Ek получались выборки тп ( )t  , соста-
вляющие вектор измерений Yk и являющиеся 
исходными данными для численного экспери-
мента; 
3. Проводилось изучение влияния на сходи-
мость алгоритма (4)-(7) вышеперечисленных 
факторов. 
 
Начальные оценки 0Θ̂  задавались из различ-
ных точек пространства существования сос-
тавляющих вектора Θ  с последующим ана-
лизом характера и скорости сходимости. При 
недостаточной сходимости для данной выбо-
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рки процедура идентификации повторялась 
при задании в качестве 0Θ̂  заключительных 
оценок ˆ

NΘ  на предыдущей итерации. 
 
Диагональными элементами ковариационной 
матрицы ошибок начальных оценок P0 явля-
лись либо квадраты составляющих вектора 
начальных оценок искомых параметров 0Θ̂ , 
либо большие положительные числа, либо 
дисперсии искомых параметров, определяе-
мые по формуле [5] 
 

 
2

2
01

2ˆ ˆ( )
3ij i ij

      
 

P . 

 
Численное моделирование проводилось для 
следующих диапазонов возможных на прак-
тике значений физических параметров: г0t
=800-1200ОС для хромель-алюмелевых ТП 
(ТХА) и г0t =1300-1700ОС для платина-
платинородиевых ТП (ТПР); 0 =1000-2000 
Вт/(м2К); 0 =0,8-0,9 для ТХА и 0 =0,2-0,3 
для ТПР; dтп=0,1-0,3 мм. Объем выборок из-
меряемых температур достигал N=1000, а 
шаг измерений ∆τ=1-100 мкс. За критерий 
сходимости получаемых оценок г0̂t , 0̂  и 0̂  
к их эталонным значениям г0 0 0, ,t    бы-
ли приняты не превышающие 0,1% отличия 
между ними подряд на 20-30 измерениях. 
На первой стадии численных экспериментов 
была обнаружена неудовлетворительная схо-
димость оценок kΘ̂ , вызванная, очевидно, 
значительным отличием (на 3-4 порядка) в 
числовых значениях искомых параметров. 
Для устранения такого явления нами была 
использована операция масштабирования 
параметра ε по формуле 
 
    , 
 
где μ=1∙103 – масштабный коэффициент. В 
соответствии с данной формулой в выраже-
нии (3) для математической модели проволо-
чного ТП в слагаемое, содержащее ε, был 
введен множитель 1/ μ. В результате масшта-
бирования был достигнут заявленный выше 
критерий сходимости. 
 
Результаты численного эксперимента по 
проверке предложенного метода измерения 
быстроизменяющихся температур как пара-
метрической идентификации проволочного 

термопреобразователя приведены на рис. 1. 
Рассматривается пример с платина-
платинородиевым ТП диаметром 0,2 мм для  

г0t =1600ОС; 0 =1500 Вт/(м2К); 0 =0,3; 
ρ=20000 кГ/м2; С=200 Дж/(кГК). Интенсив-
ность шумов в измерениях определялась ди-
сперсией σ2=400ОС. Выборка измеряемой 
температуры tтп как результат решения урав-
нения (3) методом Рунге-Кутта (шаг вычис-
лений 1 мс) также приведена на рис. 1 (кри-
вая 1). 
 

 
 
Рис. 1 – Движение оценок г̂kt , ˆ k  и ˆ k в пер-

вой итерации: 1 - тп ( )t  ; 2 - г̂kt ; 3 - ˆ k ; 4 
- ˆ k . 

 
Проведенные нами исследования позволили 
сделать вывод о том, что оптимальное число 
измерений на всем интервале переходного 
процесса составляет N=18-20, а ковариаци-
онная матрица ошибок начальных оценок 
должна быть следующей: 
 
  3 3 3

0 10 10 10diagP . 
 
На рис. 1 показано движение оценок г̂kt , ˆ k  и 
ˆ k , полученных в соответствии с вышепри-
веденными рекомендациями для случая г0̂t
=1000ОС, 0̂ =500 Вт/(м2К) и 0̂ =0,2. Окон-
чательные оценки, полученные на всем инте-
рвале переходного процесса, при этом соста-
вили: г̂Nt =1575оС, ˆ N =1450 Вт/(м2К) и ˆ N
=0,282. 
 
Для достижения заявленной точности сходи-
мости (не менее 0,3%) необходимы повтор-
ные вычисления (итерации) по алгоритму 
(4)-(7) с использованием той же измеритель-
ной информации, причем вектор 0Θ̂  началь-



74 

 
Автомобіль і електроніка. Сучасні технології, 11/2017 

ных оценок составляли конечные оценки ˆ
NΘ  

для предыдущей итерации. На рис. 2 приве-
дено движение оценок г̂Nt , ˆ N  и ˆ N  по ите-
рациям. Точность сходимости 0,3% была до-
стигнута на 3-й итерации. Конечные оценки 
искомых параметров на ней составили г̂Nt
=1597ОС, ˆ N =1496 и ˆ N =0,295. 
 

 
 
Рис. 2 – Движение оценок г̂kt , ˆ k  и ˆ k  по 

итерациям: 1 - тп ( )t  ; 2 - г̂kt ; 3 - ˆ k ; 4 - 
ˆ k . 

 
В ходе исследований выяснилось, что опти-
мальным является вариант задания вектора 

0Θ̂ , когда его составляющие г0̂t , 0̂  и 0̂  
ниже своих эталонных значений.  
 

Экспериментальная проверка метода 
 
Экспериментальные исследования и провер-
ка метода параметрической идентификации 
проволочного термопреобразователя при 
ступенчатом изменении температуры газа 
были проведены на стенде ВТС-2 ХНАКУ 
им. Н. Е. Жуковского при участии его сотру-
дников. Исследования проводились на хро-
мель-алюмелевых ТП, размещенных в охла-
ждаемом проточной водой экране, являвше-
мся камерой торможения. Диаметр ЧЭ соста-
влял 0,2-0,3 мм. Температура стенки экрана 
контролировалась наряду с температурой 
ЧЭ. Источником высокотемпературной газо-
вой среды была экспериментальная камера 
сгорания. Измерение и регистрация сигналов 
проволочного ТП производились быстродей-
ствующим светолучевым осциллографом. 
 
Выборки температур тп ( )t   обрабатывались 
нами в соответствии с предложенной выше 
методикой. В качестве начальных оценок 

были приняты следующие значения парамет-
ров: г0̂t =800ОС, 0̂ =500 Вт/(м2К) и 0̂ =0,8. 
Число шагов для вычислений N=20. В ре-
зультате конечные оценки для первой итера-
ции составили г20t̂ =1185ОС, 20̂ =1151 и 20̂
=0,873. Расчеты по алгоритму (4)-(7) были 
проведены для нескольких итераций. За кри-
терий сходимости нами была принята стаби-
лизация оценки г20t̂  в пределах 2ОС. Этот 
критерий достигался, как правило, на 4-5 
итерациях. В целом результаты эксперимента 
подтвердили перспективность предложенно-
го метода измерения температуры газа как 
параметрической идентификации проволоч-
ного ТП. 
 

Выводы 
 
Результаты проведенных численных экспе-
риментов позволили сделать следующие вы-
воды: 
 
1. Параметрическая идентификация прово-
лочного термопреобразователя с применени-
ем алгоритма нелинейного фильтра Калмана 
при скачкообразном воздействии на ТП тем-
пературы газа tг позволяет измерить послед-
нюю с погрешностью, не превышающей 
0,3%, а также определить коэффициент теп-
лоотдачи α от ТП к газу и степень черноты ε 
поверхности чувствительного элемента ТП; 
 
2. Масштабирование ε и другие приемы зна-
чительно повышают точность параметричес-
кой идентификации; 
 
3. Для удовлетворительной сходимости про-
цедуры идентификации достаточно не более 
двадцати измерений температуры ТП. 
 
Таким образом, результаты численного мо-
делирования подтверждают возможность и 
перспективность применения метода параме-
трической идентификации первичного ТП 
для определения параметров его теплообме-
на со средой непосредственно во время про-
ведения измерений. Использование при этом 
алгоритма фильтра Калмана значительно по-
вышает точность измерений, а в некоторых 
случаях является единственным способом 
проведения измерений.  
 
Предложенную методологию возможно и 
необходимо использовать при проведении 
других видов косвенных измерений. 
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