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Введение 
 
При анализе динамических систем (в осо-
бенности, систем автоматического управле-
ния) важную роль играют вопросы устойчи-
вости, в том числе, устойчивости в целом, 
означающей наличие предельного режима, 
не зависящего от начальных условий. 
 
В работе получено несколько достаточных 
условий устойчивости в целом для динами-
ческих систем и дифференциальных включе-
ний, использующих  сжимающие нормы. 

Анализ публикаций 
 
В ряде работ (например, [1, 2]) используются 
неевклидовы конечномерные нормы в каче-
стве обобщенных функций Ляпунова для си-
стем обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Систематическое развитие этот 
подход получил в [3–5]. На основании вве-
денного в [3] понятия совместно диссипа-
тивного семейства матриц получен ряд до-
статочных условий устойчивости нелиней-
ных систем и дифференциальных включе-
ний. 
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Основные результаты 
 
В настоящей работе рассматриваются доста-
точные условия устойчивости динамических 
систем, использующие нормы и носящие ал-
гебраический характер. Результаты могут 
быть применены к исследованию устойчиво-
сти и стабилизируемости систем автоматиче-
ского управления. 
 
Отметим, что матрица А называется дисси-
пативной относительно конечномерной нор-
мы  , если exp( A) 1t   при 0,t   и равно-
мерно диссипативной, если существует такое 

0  , что exp( A) exp( )t t    при 0.t   Для 
существования нормы, относительно которой 
матрица А диссипативна (равномерно дисси-
пативна) необходимо и достаточно, чтобы 
система 
 

 Adx x
dt

  

 
была устойчива (асимптотически устойчива). 
Семейство матриц называется совместно 
диссипативным (равномерно совместно дис-
сипативным), если существует норма, отно-
сительно которой все матрицы семейства 
диссипативны (равномерно диссипативны с 
общим  ). 
 
Отметим также, что диссипативность (рав-
номерная диссипативность) матрица А рав-
носильна условию (A) 0 ( (A) 0),     где 

(A)  –  логарифмическая норма матрицы А 
 
 1

0
(A) ( 1),lim

h
h E hA


     

 
где Е – единичная матрица. 
 
Рассмотрим дифференциальное включение 
 

 F ,dx x
dt
  (1) 

 
где F  – семейства матриц порядка .n  
 
Теорема 1. Начало координат устойчиво 
(экспоненциально устойчиво) для включения 
(1) в том и только в том случае, когда семей-
ство F  совместно (равномерно совместно) 
диссипативно. 
 

Из теоремы 1 вытекает устойчивость (экспо-
ненциальная устойчивость) любой системы с 
переключениями 
 

 
1

( ) A ,
l

k k
k

dx t x
dt 

    

 
где A (1 )k k l   – семейство матриц; 

( ) 0k t   (1 )k l   – кусочно-непрерывные 
функции, при условии совместной (равно-
мерной совместной) диссипативности мат-
риц A .k  
 
При рассмотрении ряда прикладных задач 
(теория управления, химическая кинетика, 
динамика популяций и т.д.) возникает ситуа-
ция, в которой рассматриваемые матрицы не 
обладают общей евклидной нормой, относи-
тельно которой они диссипативны, однако 
существует такая полиэдральная норма. В 
частности, такая норма может иметь вид 
 
 1

1
( ),max i i

i n
x x

 
    (2) 

 
где (1 )i i n     – набор констант; ix  – i-я 
компонента вектора х. 
 
Такая норма называется весовой l -нормой. 
Условие диссипативности матрицы А отно-
сительно такой нормы имеет вид 
 

 0,k kk j kj
j k

a


      (3) 

 
для любого 1;2;...; .k n  Строгие неравенства 
обеспечивают равномерную диссипатив-
ность (в этом случае говорят, что матрица А 
диагонально квазидоминантна [6]. 
 
Пусть семейство матриц F  компактно. По-
строим матрицу R таким образом 
 
 

A F A F
; ( ).max maxii ii ij ijr a r a i j

 
    

 
Теорема 2. Если матрица R  устойчива, то 
семейство F  равномерно совместно дисси-
пативно. 
 
Поскольку внедиагональные элементы мат-
рицы R  неотрицательны, ее  устойчивость 
определяется критерием Севастьянова–
Котелянского [7]: все ее главные миноры не-
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четного порядка должны быть отрицатель-
ными, а четного – положительными. 
 
При исследовании нелинейных систем также 
применяется указанный подход. При этом 
рассматриваются поля Якоби (т.е. совокуп-
ности матриц Якоби) систем. При наличии 
равномерной совместной диссипативности 
матриц Якоб соответствующая норма будет 
экспоненциально сжимающей для системы, 
т.е. функция 1 2( ) ( )x t x t  будет убывать с 
экспоненциальной скоростью для любых 
двух решений 1 2( ), ( ).x t x t  Это обеспечивает 
глобальную устойчивость системы. 
 
С помощью указанного подхода получено 
достаточное условие экспоненциальной кон-
цергенции в нелинейных системах. 
 
Напомним, что система называется экспо-
ненциально конвергентной, если она облада-
ет единственным ограниченным на всей оси 
решением, и оно экспоненциально устойчиво 
в целом. 
 
Теорема 3. Пусть система 
 

 ( , )dx f t x
dt

  (4) 

 
определена на всем пространстве 1n , при-
чем отображение f  гладко по x  и непре-
рывно по t . Пусть также существует такое 

0 ,nx   что функция 0( , )f t x  ограничена на 
всей оси. Если семейство ( , )xf t x  при всех 
,t x  равномерно совместно диссипативно, то 

система (4) экспоненциально конвергентна. 
 
Рассмотрим приложение теоремы 3 к анализу 
систем прямого автоматического регулиро-
вания с одной скалярной нелинейности и 
возбуждающими силами. 
 
Пусть система имеет вид 
 

 ( ) ( ),dx Bx hf p t
dt

     (5) 

 

где 
1

,
n

k k
k

c x


   В – устойчивая матрица по-

рядка n , вектор-функция ( )p t  непрерывна и 
ограничена, векторы 1( ;... );nc c c

1( ;... )nh h h  постоянные, ( )f   – монотонно 
неубывающая дифференцируемая функция. 
 
Пусть ( , )D h c  – класс матриц, первый стол-
бец которых совпадает с вектором h , а 
остальные столбцы ортогональны вектору с. 
 
Теорема 4. Пусть существует такая матрица 

( , ),T D h c  что матрица 1A T BT  диаго-
нально квазидоминантна. Если 

 
1

0,
n

k k
k

h c


  

 
то система (5) экспоненциально конвергент-
на. Если функция ( )p t  периодична, то пре-
дельный режим имеет тот же период. 
 
Пример. Рассмотрим систему 
 

 

1
1 2 3

2
2 3

3
1 3

3 4 ( ) ( );

5 2 ( ) ( );

2 3 ( ) ( );

dx x x x f p t
dt
dx x x f p t
dt

dx x x f p t
dt

       

      



    

 

 1 2 3.x x x    
  

Здесь  (1; 1;1); ( 1;1;1);h c     
 

 
3 1 4

0 5 2 ;
2 0 3

B
 
    
  

      
1 1 1
1 1 0 ;

1 0 1
T

 
   
 
 

 

 
 1 2 31; 1 / 2; 1 / 3.       
 
Система удовлетворяет условиям теоремы 4 
и, значит, экспоненциально конвергентна. 
 

Выводы 
 
Полученные результаты позволяют кон-
структивно исследовать устойчивость важ-
ных классов многомерных динамических 
систем, в том числе систем автоматического 
регулирования. Результаты позволяют оце-
нивать степень устойчивости и исследовать 
на глобальную устойчивость. 
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