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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРИ ИЗМЕРЕНИЯХ 
ТЕМПЕРАТУРЫ В ТЕПЛОВЫХ ДВИГАТЕЛЯХ 

 
Г.Д. Симбирский, доцент, к.т.н., В.К. Лантрат, студент, ХНАДУ 

 
Аннотация. Изложена методика математического моделирования разработанного высоко-
температурного измерителя температуры рабочего тела транспортных двигателей. Она 
состоит в использовании математической модели предложенного средства измерения как 
необходимого и достаточного условия для проведения измерений. При экспериментальной про-
верке средства измерения использовались алгоритмы цифровой фильтрации, основанные на 
функциях чувствительности оценок искомых параметров к измерениям этих параметров. 
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Анотація. Викладено методику математичного моделювання розробленого високотемпера-
турного вимірювача температури робочого тіла транспортних двигунів. Вона полягає у вико-
ристанні математичної моделі запропонованого засобу вимірювання як необхідної і достат-
ньої умови для проведення таких вимірювань. При експериментальній перевірці розробленого 
засобу вимірювання використовувалися алгоритми цифрової фільтрації, засновані на функціях 
чутливості оцінок шуканих параметрів до вимірювань цих параметрів. 
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Abstract. The technique of mathematical modeling of the developed high-temperature temperature 
meter of the working fluid of transport engines is described. It consists in using the mathematical 
model of the proposed measuring instrument as a necessary and sufficient condition for carrying out 
such measurements. During the experimental verification of the developed measuring instrument, digi-
tal filtering algorithms based on the sensitivity functions of the estimates of the sought parameters to 
the measurements of these parameters were used. 
 
Key words: mathematical modeling, indirect methods of measurement, high temperature flow thermo-
couple, parametric identification. 
 
 
 

Введение 
 
Математическое моделирование во многих 
случаях является единственно возможным 
выходом при проведении различных слож-
ных измерений. Например, при измерении 

температур газа (выше 1000 К) в тепловых 
двигателях контактными методами любое 
измерительное средство, т. е. термопреобра-
зователь (ТП), находится в сложном конвек-
тивно-лучисто-кондуктивном теплообмене с 
окружающей средой и элементами собствен-
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ной конструкции. Его температура tтп может 
на сотни градусов отличаться от искомой 
локальной температуры газа tг. 
 
В приведенном случае единственной воз-
можностью является использование методов 
косвенных измерений, когда tг рассчитывает-
ся (восстанавливается) по непосредственно 
измеряемым tтп. Распространение получил 
простейший вариант косвенных измерений, 
когда вводятся поправки, учитывающие со-
ставляющие сложного теплообмена ТП. Од-
нако в общем случае эти поправки можно 
рассчитать лишь приблизительно из-за от-
сутствия необходимых сведений о таком 
теплообмене. Кроме того, предел измерений 
таких датчиков сильно ограничивается их 
термопрочностью. 
 
Более перспективными являются методы, в 
которых tг восстанавливается в соответствии 
с математической моделью метода измере-
ний по показаниям нескольких ТП. Это поз-
воляет количественным образом учесть 
условия сложного теплообмена ТП со средой 
и повысить точность восстановления  tг. 
 
В данной работе нами предлагается реализо-
вать такой подход при разработке метода из-
мерения температуры газов в теплоэнергети-
ческих устройствах повышенной точности. 
 
Основой метода являются несколько ориги-
нальных идей, в том числе использование 
уравнения измерения метода в качестве ма-
тематической модели измерительного 
устройства. Это позволяет получить опти-
мальную оценку Θ̂  вектора искомых пара-
метров Θ, входящих в математическую мо-
дель упомянутого устройства, среди которых 
и интересующая нас в первую очередь ло-
кальная температура газового потока в нуж-
ной точке камеры сгорания (цилиндра двига-
теля). 
 

Анализ публикаций 
 
Редукционный проточный термопреобразо-
ватель (РПТ) для измерения температуры в 
газотурбинных двигателях был разработан 
коллективом авторов [1] и основывался на 
решении обратной задачи теплообмена при 
течении газа на начальном участке цилин-
дрического охлаждаемого канала. Практиче-
ски течение газа в канале организовано за 
счет использования эжектора для отсоса газа. 

 
Метод заключаетcя в расчете температуры 
газа tг на входе в интенсивно охлаждаемый 
канал по температурам t1 и t2 газа в двух точ-
ках x1 и х2 по длине канала (рис.1, кривая 1). 
Эти температуры измеряются двумя первич-
ными термопреобразователями (термопара-
ми) и зависят от tг на входе в канал и условий 
теплообмена потока со стенками  канала. 
 

 
 
Рис. 1 – Устройство и принцип действия ре-

дукционного проточного термопреобра-
зователя: 1 - охлаждаемый  корпус;  
2 - точка входа в измерительный канал; 
3 – стенка канала; 4 – диафрагма на вы-
ходе устройства; 5 и 6 - первичные ТП; 
7 - термопара в стенке канала; 8 и 9 – 
вход и выход охлаждающей жидкости; 
10 - вариатор скорости потока в канале. 

 
Температура газа по оси канала снижается 
из-за теплообмена газа с холодными стенка-
ми по известному закону течения газа в ци-
линдрическом канале: 
 

 Г
0

( ) exp ( )
x

x St x dx
 

    
  
 , (1) 

 

где ( )( )
p

x PSt x
wC





 - критерий Стантона; 

 Г Г СТt t    и  ( ) СТx t x t       - избы-
точные по отношению к температуре стенки  
tст  температуры газа на входе в канал и по 
его оси соответственно; α(х) - коэффициент 
теплоотдачи от газа к стенке; Р - периметр 
канала ; w - скорость газа;  ρ и Cp -удельная 
теплоемкость и плотность газа. 
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Решая систему уравнений (1) для координат 
x1 и х2 установки термопар относительно Г  
авторы получили следующее уравнение из-
мерения метода: 
 
  г 1 1 2

A     , (2) 
 

 
1 2

10

( ) / ( )
x x

x

A St x dx St x dx
  
         

   (3) 

 
где А - коэффициент преобразования РПТ. 
 
Предложенный в [1] метод не позволяет из-
мерять температуру газа в транспортных 
тепловых двигателях с приемлемой точно-
стью, т. к. особенности теплообмена в канале 
измерительного устройства, а, следователь-
но, и коэффициент А метода неизвестны. 
 
Для того чтобы устранить данный недоста-
ток, одним из авторов настоящей статьи бы-
ло предложено определять коэффициент 
преобразования А непосредственно в процес-
се измерения температуры газа [2]. Для этого 
производится незначительная, предположи-
тельно не приводящая к изменению А, вари-
ация скорости потока в канале путем изме-
нения площади его выходного сечения 
(рис.1, кривая 2). Соответствующие новой 
скорости потока значения температур термо-
преобразователей 12  и 22  измеряются. Те-
перь из системы двух уравнений (2) для двух 
значений скорости потока газа в канале мо-
гут быть найдены величины  г и А. 
 
Такой метод получил название адаптивного 
редукционного проточного термопреобразо-
вателя (АРПТ). Очевидно, что предложен-
ный в [1] и [2] метод позволяет расширить 
предел измерения используемых термопар. 
На практике для термопар платиновой груп-
пы с пределом измерений до 1600ОС АРПТ 
расширяет его до 2200ОС. 
 
Выше было отмечено, что вариация скорости 
газа в канале измерительного устройства 
должна быть как можно меньшей, чтобы не 
изменились условия теплообмена газа в ка-
нале, а, следовательно, и величина самого 
коэффициента А. Но тогда в формуле (3) от-
ношение натуральных логарифмов близко к 
неопределенности типа 0/0. Это свойство 
формулы (3) усугубляется шумами измере-
ний, особенно если учитывать небольшие 

выборки температур из-за значительной не-
стационарности процессов в двигателях 
транспортных средств. Обработка таких вы-
борок привычными средствами математиче-
ской статистики приводит к значительным 
погрешностям измерения метода АРПТ. 
 
Для описанной выше проблематики целесо-
образно применить метод параметрической 
идентификации измерительного устройства, 
заключающийся в получении на основе экс-
периментальных данных оптимальных оце-
нок Θ̂  некоторого вектора Θ  искомых па-
раметров взаимодействия данного устрой-
ства с окружающей средой и входящих в его 
математическую модель. 
 
В работе [3] было предложено рассматривать 
процесс измерений любых физических вели-
чин как параметрическую идентификацию 
измерительного устройства с использовани-
ем в качестве математической модели урав-
нений измерения. 
 
Предполагалось, что имеется математическая 
модель измерительного устройства (далее – 
модель), позволяющая для моментов време-
ни τk = k·Δτ (k = 1, 2, … n) рассчитывать зна-
чения измеряемых параметров 
 

 ( )k kfY Θ . (4) 
 
где kY  – вектор измерений; kΘ - вектор ис-
комых параметров; k – номер шага измере-
ний. 
 
Информацию об объекте на k–м шаге дает 
вектор измерений 
 
 k k k Y Ψ ε , 
 
где kΨ – действительные значения измеряе-
мых физических величин, kε – шум измерений. 
 
В модели необходимо выделить (r 1)-вектор 

1[ ]r
j j Θ  искомых параметров. Процедуру 

выделения Θ в модели, описывающей 
устройство измерения во взаимосвязи с 
окружающей средой, называют параметриза-
цией измерительного устройства. 
 
По модели рассчитывается прогноз вектора 
измерений Yk  в зависимости от вектора ис-
комых параметров Θ при ε=0: 
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   1
ˆ ( ) ( ) m

k ik iy


Y Θ Θ . 
 
В таком случае параметрическая идентифи-
кация заключается в определении оптималь-
ных оценок Θ̂  вектора Θ по n значениям 
вектора измерений Yk  в модели (4). Для этих 
целей наиболее распространенным методом 
является минимизация по Θ следующей 
квадратичной функции: 
 

 
T 1

1

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
n

k k k k
k





        Ф Θ Y Y Θ R Y Y Θ .(5) 

 
Таким образом, параметрическая идентифи-
кация измерительного устройства может 
быть сведена к хорошо изученному в мате-
матической и технической литературе обоб-
щенному методу наименьших квадратов 
(МНК). Для минимизации ( )Ф Θ  предложено 
использовать алгоритм фильтра Калмана по 
искомым параметрам: 
 

 1 1
ˆ ˆ ˆˆ ( )k k k k k 

    Θ Θ K Y Y Θ , (6) 
 

 1
T T

k k k k k   K P H H P H R ; (7) 
 

 1 1k k k k  P P KH P ; (8) 
 

 1
ˆˆ ( )k k k





H Y Θ
Θ

. (9) 
 

Здесь kP  и 1kP  – ковариационные матрицы 
ошибок оценок, диагональные элементы ко-
торых являются дисперсиями ошибок оценок 
искомых параметров, а kH  – матрица функ-
ций чувствительности вектора прогноза из-
мерений к искомым параметрам на k-м шаге. 
 

Цель исследования и постановка задачи 
 
Исходя из проведенного анализа, цель иссле-
дования заключается в создании метода из-
мерения высоких температур газа в двигате-
лях транспортых устройств на основе пара-
метрической идентификации математиче-
ской модели адаптивного редукционного 
проточного термопреобразователя с исполь-
зованием фильтра Калмана. 
 
Метод заключается в получении оптималь-
ных (несмещенных, достоверных и состоя-
тельных) оценок параметров математической 
модели АРПТ (температуры газа tг и коэф-
фициента преобразования А) по показаниям 

проволочных термопреобразователей разра-
батываемого устройства, искаженным слу-
чайными погрешностями – шумами измере-
ний. 
 
С учетом изложенного выше ставятся следу-
ющие задачи настоящего исследования: 
1. Изложить методологию математического 
моделирования средства измерения, исполь-
зующую методы параметрической иденти-
фикации для получения оценок искомых па-
раметров процесса измерений; 
2. Применить предлагаемую методологию 
математического моделирования в случае 
параметрической идентификации адаптивно-
го редукционного проточного измерителя 
высоких температур газа; 
3. Предложить, исследовать и реализовать в 
виде программного продукта алгоритм пара-
метрической идентификации адаптивного 
редукционного проточного измерителя вы-
соких температур газа; 
4. Провести экспериментальную проверку 
разработанного метода измерения темпера-
туры газа и предложенного алгоритма пара-
метрической идентификации устройства как 
необходимого условия реализации метода. 
 

Математическое моделирование и  
параметрическая идентификация  

адаптивного РПТ 
 
Разработаем математическую модель адап-
тивного редукционного проточного термо-
преобразователя. Для этого запишем систему 
из двух уравнений измерения простого ре-
дукционного проточного термопреобразова-
теля для двух значений скорости газа в кана-
ле устройства: 
 

 
 
 

г 11 11 21

г 12 12 22

;

,

A

A

    

    

 (9) 

 
где 11  и 21  - температуры газа в канале 
АРПТ в местах установки термопар при ско-
рости 1w  течения газа в канале, а 21  и 22  - 
температуры газа в канале АРПТ в местах 
установки термопар при скорости 2w . 
 
По математической модели АРПТ (9) можно 
определить А, а затем и искомую температу-
ру газа в некоторой точке двигателя транс-
портного средства. Поскольку выше было 
заявлено, что вариации скорости газа в кана-
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ле АРПТ должны быть настолько незначи-
тельными, чтобы не изменялся характер и 
условия теплообмена в канале, то г  в точке 
измерения и А можно считать постоянными 
во время осуществления вариаций скорости 
газа в канале. Этому способствует также вы-
сочайшее быстродействие современной из-
мерительной микропроцессорной техники. В 
таком случае, решая аналитически систему 
уравнений (9) можно определить А: 
 
     1

22 21 12 11ln / ln 1A 
         . (10) 

 
Погрешность определения А по формуле(10) 
состоит из систематической и случайной со-
ставляющих, которые, в свою очередь, зави-
сят от систематических и случайных состав-
ляющих погрешностей измерения исходных 
температур 11 , 21 , 12  и 22 . Данный во-
прос подробно рассмотрен в [2]. Здесь же 
отметим, что метод адаптивного РПТ позво-
ляет значительно повысить точность измере-
ния tг путем определения коэффициента А 
непосредственно для условий конкретного 
измерения. 
 
Однако при практической реализации метода 
возникает ряд вопросов, главным из которых 
является оптимальный выбор величины ва-
риации скорости протекания газа через изме-
рительный канал устройства. С одной сторо-
ны она должна быть минимальной с целью 
неизменности величины А. С другой сторо-
ны, при малых вариациях отношения 

22 21   и 12 11   стремятся к единице, а 
отношения их логарифмов к неопределенно-
сти типа “ноль на ноль”, что будет приводить 
к неустойчивости расчетов. Кроме того, се-
рьезные затруднения связаны с существен-
ной стохастичностью измерительной инфор-
мации. Выходом является использование ме-
тодов параметрической идентификации, в 
частности, алгоритма оптимального дискрет-
ного фильтра Калмана (ФК), приведенный 
выше. 
 
Представим математическую модель АРПТ в 
виде уравнений теплопереноса (1) для двух 
значений скорости потока в канале 
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exp( );
exp[ (1 1/ )];
exp( );
exp[ (1 1/ )],

B
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 (11) 

где В1 и В2 -среднеинтегральные параметры 
теплообмена в канале для базовой и изме-
ненной скорости потока, связанные с крите-
рием Стантона. 
 
Составим вектор искомых параметров: 
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Θ . (12) 

 
Очевидно, что математическая модель АРПТ 
(11) является нелинейной относительно ис-
комых параметров А, В1 и В2. 
 
Вектор измерений запишем в следующем 
виде: 
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Y , (13) 

 
где 

kij  - измерения температуры газа в двух 
сечениях канала для двух режимов адапта-
ции; 

kij  - случайные погрешности этих из-
мерений; k=1, 2, 3,…, N – порядковый номер 
измерений. 
 
Теперь решение задачи адаптации АРПТ к 
условиям измерений сводится к получению 
оптимальных оценок Θ̂  вектора искомых 
параметров Θ  по измерениям Yk на основа-
нии математической модели (11) с использо-
ванием алгоритма (6)-(9). 
 
Путем дифференцирования уравнений моде-
ли (11) по искомым параметрам в соответ-
ствии с (9) получим выражения для функций 
чувствительности hij  прогнозов искомых па-
раметров к измерениям на k-м шаге, состав-
ляющих матрицу Н. Все функции чувстви-
тельности не позволяет привести ограничен-
ный объем данной работы, но, например, 
чувствительность прогнозного значения тем-
пературы газа к измерению температуры в 
сечении канала х1 при значении скорости га-
за в канале w1 имеет следующий вид: 
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Перед началом вычислений по алгоритму 
(6)-(9) необходимо задать начальные оценки 
искомых параметров (значения которых мо-
гут оказать влияние на работу алгоритма): 
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Для исследования сходимости предложенно-
го алгоритма и выбора особенностей его реа-
лизации на практике был проведен значи-
тельный объем численных исследований, 
которые заключались в следующем: 
1. Для различных исходных (“эталонных”) 
значений гo , А0, В10 и В20 и вариаций скоро-
сти потока газа в канале по модели (11)  
находились температуры термопреобразова-
телей 11 , 12 , 21  и 22 ; 
2. Суммированием их с генерируемыми дат-
чиками случайных чисел при различных 
дисперсиях  σ  величинами 11k , 12k , 21k   и 

22k  получались выборки (рис. 2), которые 
являлись исходными данными для численно-
го эксперимента; 

 
Рис. 2 – Моделирование выборок измеряе-

мых температур: 1, 2, 3 и 4 – измеряе-
мые температуры, соответственно, 11k , 

21k , 12k  и 22k ; 5, 6, 7 и 8 – эталонные 
температуры в сечениях канала. 

3. Проводилось изучение влияния особенно-
стей реализации метода на скорость и точ-
ность сходимости получаемых с помощью 
алгоритма (6) – (9) оценок искомых парамет-
ров к их истинным значениям. 
 
Кроме того, с целью оценки эффективности 
предложенной процедуры сравнительно с 
обычными вычислениями на каждом шаге по 
формуле (10) рассчитывалась температура 
газа г  с использованием в качестве темпе-
ратур ТП текущих среднеарифметических 
значении 11 , 12 , 21  и 22 . 
 
В подавляющем большинстве случаев 
наблюдалась устойчивая сходимость проце-
дуры идентификации для N≥35 с точностью 
до 0,2% (рис. 3). С целью оценки эффектив-
ности предложенной процедуры искомая-
температурыа газа рассчитывалась по темпе-
ратурам газа в сечениях х1 и х2 канала также 
обычными статистическими методами, что 
не дало положительных результатов. Было 
исследовано влияние на процедуру сходимо-
сти алгоритма таких приемов, как масштаби-
рование искомых параметров (с целью при-
дания им приблизительно равных весов), 
“взбалтывания” и др. 
 

 
 
Рис. 3 – Результаты численного эксперимен-

та: 1 - оценка восстанавливаемой темпе-
ратуры газа ˆ

Г ; 2 – измеряемая темпе-
ратура 1  в сечении х1 для двух значе-
ний скорости потока в канале; 3 - изме-
ряемая температура 2  в сечении х2 для 
двух значений скорости потока в канале; 
4 – эталонная температура газа 0

ˆ
Г  в 

точке измерения. 
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Таким образом, предложенный для адапта-
ции РПТ алгоритм его параметрической 
идентификации позволяет существенно сни-
зить влияние стохастичности исходной изме-
рительной информации, уменьшить необхо-
димый ее объем. Параметризация делает ре-
альным применение предложенного метода 
на практике, поскольку обычные статистиче-
ские методы обработки измерительной ин-
формации в данном случае бесполезны. 
 

Экспериментальная проверка метода 
 
Экспериментальные исследования метода 
АРПТ были проведены на высокотемпера-
турном стенде ВТС–2 (на базе авиационного 
двигателя), который является генератором 
потока продуктов сгорания керосина с тем-
пературами от 1900 до 2300К, скоростями от 
300 до 750 м/c и высокой степенью турбу-
лентности. В его входной области размещено  
сопло Лаваля для  получения сверхзвукового 
течения. АРПТ устанавливался на удалении  
100 – 300 мм от среза сопла. 
 
Было изготовлено четыре модификации вы-
сокотемпературного измерителя АРПТ из 
нержавеющей стали, две из которых приве-
дены на рис. 4. 
 

 
 

Рис. 4 – Общий вид АРПТ 
двух модификаций 

 
В данных АРПТ ось измерительного канала 
и его входное отверстие совпадает с направ-
лением исследуемого газового потока. В ка-
честве контрольного средства измерений ис-
пользовалась иридий-родиевая термопара, 
изготовленная нами по разработкам ЦИАМ 
им. П.Е.Баранова. 
 
Таким образом, экспериментально проверен 

метод АРПТ для измерения высоких локаль-
ных температур в потоках продуктов сгора-
ния керосина - до 2200К и различных  уров-
нях турбулентности. Подтверждено, что точ-
ность превышает возможности  известных 
контактных методов. Кроме того, в устрой-
стве для измерения температур до 1600°С 
используются хромель-алюмелевые термо-
пары вместо термопар из металлов и сплавов 
платиновой группы, что намного снижает 
стоимость измерений. АРПТ, благодаря ре-
дукции температур, обладают значительным 
ресурсом сравнительно с обычными кон-
тактными измерителями. 
 
В целом результаты эксперимента подтвер-
дили перспективность предложенного мето-
да измерения температуры газа как парамет-
рической идентификации адаптивного ре-
дукционного проточного термопреобразова-
теля. 
 

Выводы 
 
Результаты проведенных численных экспе-
риментов позволили сделать следующие вы-
воды: 
 
1. Разработан метод измерения высоких (до 
2500 К) температур газа в двигателях транс-
портных средств адаптивными редукцион-
ными проточными термопреобразователями. 
 
2. Параметрическая идентификация адаптив-
ного редукционного проточного термопре-
образователя с применением алгоритма не-
линейного фильтра Калмана позволяет изме-
рить температуру газа tг с погрешностью, не 
превышающей 0,3%. 
 
3. Для удовлетворительной сходимости про-
цедуры идентификации достаточно не более 
двадцати измерений температуры ТП. 
 
4. Предложенную методологию параметри-
ческой идентификации адаптивного редук-
ционного проточного термопреобразователя 
с применением алгоритма нелинейного 
фильтра Калмана возможно и необходимо 
использовать при проведении других видов 
косвенных измерений. 
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