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Вступ та постановка проблеми. Мости є уні -
каль ними і складними спорудами, які повинні ви -
ко нувати свої функції не менше як сто років. Тому
дуже важливим питанням було і залишається на -
дій ність таких споруд. Головний чинник на дій нос -
ті мостової конструкції – точність монтажу її еле -
ментів, яка залежить передусім від точності гео де -
зичних робіт.    

Проблема визначення точності геодезичних ро біт
для забезпечення будівництва мостів досі не ви рі ше -
на. Вважаємо, що завдання нормування та ких робіт
мож на вирішити в ході ви зна -
чен ня ха рак теристик нап ру же -
но-де фор  мо ваного стану мос то -
вих пе ре ходів.

Аналіз останніх досліджень і
публікацій. Пи тан ням об ґрун -
тування точності геодезичних
робіт при бу дівництві складних
споруд займалися М. Г. Ві дуєв
[3], П. І. Баран [1], С. П. Вой тен -
ко [4], Т. Т. Чмчян [10] та ін ші.
Методи, описані ними, дозво ля -
ють ви зна чати точність гео де -
зич них спостережень і при бу -
дів  ництві мостів. Проте, на нашу дум ку, ці методи не
повною мірою відповідають су час ним вимогам, тому
що не враховують особливості функціонування гото -
вої споруди – моста. 

Метою даної публікації є постановка та ви рі -
шен ня проблеми нормування точності інженерно-
гео дезичних робіт на різних етапах будівництва
мос тових переходів.

Виклад основного матеріалу дослідження. Під
час будівництва та в ході експлуатації інженерних
спо руд виникає явище деформації елементів кон -
ст рукції внаслідок впливу різних чинників, у т. ч.
й викликаних помилками у точності виготовлення
будівельних конструкцій, в точності монтажу і в
точності геодезичних розмічувальних робіт. Під
дією зовнішніх сил, таких як вітер, температура, та
власної маси конструкції загальна деформація
зрос тає, що спричинює додаткові внутрішні на -

пру ження та зміщення вузлів у конструкції. 
Як приклад розглянемо арковий мостовий пе -

ре хід (мал. 1). Основна несуча конструкція моста
– безшарнірна арка прольотом l = 312 м, стріла її
підйому f = 54,7 м. Контур осі арки, судячи з її
геометричних розмірів, – квадратна парабола. За
допомогою тросів арка підтримує балку жорст кос -
ті – конструкцію, яка забезпечує пересування по
мосту. Балка жорсткості є нерозрізною фермою.
Таку конструкцію, завдовжки 312 м має По діль сь -
кий мостовий перехід через р. Дніпро у Києві.

Визначення характеристик напружено-дефор -
мо ваного стану мостового переходу виконується
в два етапи методами будівельної механіки. На
пер шо му етапі будується фізична модель реаль -
ної конст рукції. Така модель передбачає ідеа лі за -
цію геомет ричних характеристик елементів конс -
т  рук ції, характеристик її взаємодії з іншими, різ -
них зовнішніх впливів та поведінки конст рукції
при цьому.

На другому етапі за визначеною фізичною мо -
дел лю будують математичну, яка дозволяє ви я ви -
ти напружено-деформований стан кожного еле -
мен та конструкції та ступінь його відхилення під
впли вом зовнішніх чинників. 

Для встановлення точності геодезичних робіт
бу демо поетапно визначати напружено-де фор мо -
ваний стан конструкції мостового переходу.

Такими етапами будівництва мостових перехо -
дів є спорудження мостових опор, монтаж балки
жорс ткості та монтаж арки мостового переходу. 

Рассматриваются вопросы точности инженерно�геодезических работ при строительстве мостовых переходов,
использования для этого данных о функционировании элементов конструкции и их напряженно�деформированном
состоянии. Предложено методику определения точности инженерно�геодезических наблюдений при строительстве
мостовых переходов на разных этапах.

The matter under consideration includes the accuracy of engineering and geodetic works in highway stream crossings construc-
tion, using construction elements functioning data and their stressedly�deformed state. The methods of accuracy ranking for engi-
neering and geodetic survey in highway stream crossings construction at different stages of completion are proposed.

Мал. 1. Принципова схема  аркового мостового переходу



Зведення мостових опор. Тимчасові мостові
опори служать для підтримки конструкції балки
жорсткості та арки під час будівництва мостового
переходу. Опори такого типу зазвичай використо -
ву ються при спорудженні балкових мостових пе -
ре ходів. При монтажі цих опор найчастіше вини -
ка ють такі технологічні помилки: порушення вер -
ти кальності монтажу опори та помилки встанов -
лен ня опори у плані. 

У першому випадку, коли опору встановлено під
деяким кутом нахилу, велике зовнішнє наван та ження
від конструкцій прогонів моста згинає її. Це при -
зводить до зменшення утримувальної здат ності опо -
ри, а при надмірних кутах нахилу – і до втрати нею
стійкості й, зрештою, до руйнування.

У другому випадку вектор навантажень від кон -
ст рукцій прогонів моста проходить не через вісь
опори, що зумовлює додаткове напруження у тілі
опо ри і також вигинає її. 

Побудуємо розрахункову модель поведінки
опо ри внаслідок дії вказаних помилок монтажу
опо ри. На мал. 2 зображена нахилена на кут ϕ
опора під дією стискної сили N. 

Зобразимо опору у вигляді однорідного стриж -
ня сталого перерізу. Стрижень закріплюється ниж -
нім торцем. На верхній торець діє сила N', яка
стискує його.

На прогин верхнього торця опори впливають
всі названі в підписі до мал. 2 чинники, тому точно
визначити сумарну їх дію неможливо. Тож ви зна -
чи мо цю характеристику наближено, вико рис то ву -
ю чи принцип суперпозиції дії окремих сил:

де vV – прогин верхнього торця опори під дією по пе -
реч ної сили; vε – прогин верхнього торця опори під ді -
єю ексцентриситету передачі навантаження; vl – про -
гин верхнього торця опори, спричинений вста нов -
ленням опори із деяким відхиленням від вертикалі.

Повний прогин верхнього торця опори визна -
ча є мо наближено за формулою

де E – модуль Юнга; I – момент інерції перетину
опо ри; l – висота мостової опори.

Питаннями деформації стрижня, закріпленого
в одній точці, займався М. В. Корноухов [6]. Він
вивів рівняння дій сил у стрижні, що виникають
при стисненні:

де L – коефіцієнт, який визначають за формулою

; M0 – момент, що діє в затисненому кінці

стрижня: M0 = Nvx.
Зробимо підстановку:

Маємо:
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Мал. 2. Основні сили, що діють на мостові опори:
N' – сила тиску на опору від прогінних конструкцій;

N – сила тиску на опору уздовж її осі;
N1 – поздовжня проекція сили тиску на опору;
N2 – поперечна проекція сили тиску на опору;

ϕ – кут нахилу опори;
ε – ексцентриситет передачі навантаження 

на мостову опору

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)



Аркові мостові опори. Головна відмінність та -
ких опор – вони сприймають як вертикальні, так і
го ризонтальні навантаження від моста (від так
зва ного розпору арки). Їх навмисно роблять на хи -
ле ними (криволінійними) – ставлять під деяким
ку том нахилу для протидії силам впливу маси мос -
та та розпору арки. На мал. 3 показано схему такої
мос тової опори та сили, що діють на неї.

У вертикальній площині необхідно забезпечити
пра вильний кут нахилу опори та проектне по ло -
ження торця опори. По суті це ті самі величини ϕ
та ε, які ми розглядали при аналізі тимчасових
мос тових опор. 

Маємо:

Звідки

Монтаж балки жорсткості. Ця балка є ос -
нов ною частиною мостового переходу, функція
якої – сприймати навантаження від проїжджого
транс порту. Оскільки зазвичай прогони у мостах
ве ли кі, а навантаження від власної маси, на ван та -
ження додаткових споруд і транспорту теж мають
іс тотні значення, то у вертикальній площині балка
жорс ткості має вигляд ферми. 

При будівництві балки жорсткості необхідно
від слідковувати такі параметри:

- довжину самої балки та її окремих елементів;
- встановлення елементів балки строго по осі

мостового переходу;
- висотну складову елементів балки згідно з

про ектом.
Зауважимо, що найістотнішим із цих пара мет -

рів є останній. При великих навантаженнях навіть
не значне відхилення у положенні деяких еле -
ментів балки жорсткості може призвести до появи
сут тєвих надлишкових напружень у конструкції і,
від повідно, до її руйнування. 

Вертикальні зміщення точок стрижнів відпо -
від  ного поясу змінюються згідно з лінійним за ко -
ном, оскільки згин стрижнів у розрахунковій мо -
де лі ферми відсутній (мал. 4).

Вважаємо, що робити повний розрахунок стій -
кос ті балки жорсткості за всіма параметрами гео -
де зистам недоцільно. Такий розрахунок проводять
проектувальники. При проектуванні конструкції
вра ховуються нормативні значення навантажень
при різних коефіцієнтах умов роботи (вони змі ню -
ють ся в межах 1,1 –1,4, а в середньому береться ко -
е фіцієнт 1,2). По суті це означає, що при роз ра хун -
ку на 20 % підвищено значення розрахункового
мо менту, який з’являється в конструкції під дією
різ них чинників. Виходить, що допускається над -
лиш кове навантаження на арку на 20 %. Саме на це
значення і розраховується допустима похибка в
гео дезичних вимірах.
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Мал. 3. Схема аркової мостової опори:
N1 – вертикальна складова тиску на мостову опору 

(вага мостового переходу);
N2 – горизонтальна складова тиску на мостову опору 

(розпір арки);
N – рівнодія сил тиску моста на опору;

N' – проекція рівнодії сил тиску моста на вісь опори

(9)

(10)

(11)

(12)

Мал. 4. Вертикальні зміщення вузлів ферми



Розглядаючи найгірший варіант, припускаємо,
що зусилля у сусідніх вузлах ферми моста в на ван -
таженому стані розподілені в різні сторони:

де S j
i – зусилля, які виникають в j-му стрижні фер -

ми під дією одиничного навантаження; S j
p – зу сил -

ля, які виникають в j-му стрижні ферми під час
проектного навантаження; F j – площа поперечного
перетину стрижня.

Маємо:

У конструкції ферми основну лінійну дефор ма -
цію забезпечують пояси. Тому необхідно ви зна -
чити, наскільки максимально можна розтягнути
або стиснути пояс ферми, щоб він не втратив міц -
ність. 

Із закону Гука випливає:

де ε – відносна деформація поясу, яку визначають з
виразу ε =Δl/l; E – модуль пружності матеріалу (ста -
лі) на розтяг та стиснення (для сталі E = 2·105 МПа).

Оскільки ферми виготовляють на заводах у виг -
ляді окремих елементів, а на місці будівництва їх ли -
ше збирають, то геодезичний контроль вже не мо же
впли нути на зміну довжини конструкцій про гонів.
Тому в ході монтажу мостового переходу од ним із ви -
дів геодезичних робіт є тільки пе ре вірка його дов жи -
ни та визначення довжини ком пен саційної вставки. 

Допустиму поздовжню деформацію мостового
переходу (вісь OX), а звідси і точність монтажних
робіт, визначають за формулою

де l – довжина елемента (конструкції прогону).
При довжині мостового переходу l = 312 м має -

мо: Δl = 237 мм. 
У горизонтальній площині ферму можна пред -

ставити у вигляді двох стрижнів, які діють разом
(мал. 5).

Запишемо допустиме напруження, яке виникає
при згинанні стрижня:

де Wx – момент опору перерізу при згинанні; Wx =

Ix – момент інерції перерізу; ymax – макси- 

мальна відстань від осі перерізу до його крайньої
точки.

Якщо всі елементи конструкції балки жорст кос ті
будуть встановлені ідеально, тобто без від хи лень, то
моменти сил на стиках елементів до рів нюватимуть
нулю. У разі відхилення моменти сил, що виникають
у стрижні, знайдемо за формулою

де l – довжина стрижня; N – сила, яка згинає кі -
нець стрижня.

Силу N, під дією якої згинається стрижень, ви -
зна чимо за формулою

де Δy – прогин стрижня на кінці (максимальний
прогин).

Запишемо залежність моменту, який виникає в
балці жорсткості, від похибки збирання. Для ви -
зна чення точності геодезичних робіт вико рис -
таємо принцип, описаний у праці [9].

Як було наголошено вище, при ідеальному зби -
ран ні елементів балки жорсткості моменти сил на
сти ку елементів дорівнюють нулю. Якщо елементи
вста новлені з похибкою, у місці їх стику ви ник -
нуть додаткові моменти сил.

Оскільки спостереження при встановленні еле -
мен тів моста необхідно виконувати по кожному
вуз лу балки жорсткості, точність геодезичних ро -
біт визначимо з виразу [9] 

де m – СКП визначення планового положення вуз -
лів балки жорсткості; l – відстань між вузлами
бал ки жорсткості.

Тоді точність встановлення кожного вузла конст -
рук ції прогону в проектне положення по осі OY
становитиме:
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(13)

(14)

(15)

Мал. 5. Згин поясів балки жорсткості під дією монтажних
похибок

(16)

(17)

(18)

(19)



При σmax = 2292 кг/см2, l = 8 м, ymax = 0,71 м
маємо: m = 11 мм. 

Монтаж арки мостового переходу. У мосто -
вих спорудах арка є основною опорною конс т рук -
цією моста, оскільки саме вона приймає основне
на вантаження. На арку дуже великий вплив має
гео метрія конструкції або, іншими словами, точ -
ність, з якою була витримана геометрія арки під
час монтажу. 

Конструктивно арка добре “працює” у верти -
каль ній площині, тобто у тій площині, в якій зіг -
нута. Отже, виходить, що горизонтальні на ван -
таження на арку слід по можливості зводити до мі -
ні муму. Оскільки в ході будівництва мостів на
арку діють великі навантаження, то навіть не знач -
на дія не у вертикальній площині може спри чи ни -
ти втрату конструкцією стійкості і, як наслідок, її
руйнування. Тому часто проектувальники прий ма -
ють рішення зводити не одну, а дві паралельні
арки, зв'язані між собою системою стрижнів. 

Через помилки в процесі монтажних робіт вісь
арки неминуче деформується. Виникає необ хід -
ність визначити критичну межу деформації, щоб
це не призвело до істотної зміни опорної здатності
арки. На мал. 6 зображено деформовану (1) та про -
ект ну (2) осі. У найгіршому випадку, коли вини ка -
ють найбільші моменти сил, монтажні помилки
про являють себе по-різному.

Розрахунку аркових систем у будівельній ме ха -
ніці приділяється особлива увага. Існує за леж -
ність між деформаціями осі арки та силами і мо -
мен тами сил, що виникають у процесі функ ціо ну -
ван ня арки:

Проте ці формули не дуже підходять гео де зис -
там. Проблема в тому, що під час спостережень
гео дезисти вимірюють значення ux і vx – ком по -
нен  ти відповідно горизонтального та вер ти каль -
ного зміщення точок арки, а у формулах задіяні
еле менти зміщення us і vs в дуговій координаті s.
Для геодезистів важливо визначити функції, яки -
ми описуються компоненти напружено-дефор мо -
ва ного стану, що містять незалежну змінну гори -
зон тальну координату x, а не дугову s. Тому по хід -
ні стосовно дугової координати у співвідношеннях
(14) та (22) замінимо на похідні по x:

де ϕ – кут між дотичною до осі арки в даній точці
та віссю OX.

У цьому випадку криву деформованої осі арки
можна розвернути на прямолінійну координату x.

Хоча відстань між контрольними точками уз -
довж арки різна, на окремій ділянці між сусідніми
конт рольними точками крива прогинів (див. мал.
2) може бути апроксимована косинусоїдою (у пло -
щині XOZ):

де a, b – коефіцієнти апроксимації кривої; vx –
про  гин арки по осі OZ (на мал. 6 – Δz).

Знаходимо першу та другу похідні:

Робимо заміни:

де lм – відстань між контрольними точками.

Тоді приріст моментів сил, що діють в арці, ви -
разиться так:

Середню квадратичну похибку геодезичних ро біт
у вертикальній площині знаходимо за фор му лою

При ΔM=5,21·104 кНм, l=312 м, f=54,7 м,
E=2,13·108 кН/м2, I=2,4988 м4, lм=45,9 м матимемо:
mz=8,8 мм, при  lм=75,6 м матимемо: mz=14,5 мм.

Аналогічно визначаємо точність геодезичних
ро біт при монтажі елементів арки в горизонталь -
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(20)

Мал. 6. Деформована вісь арки в декартовій системі
координат:

1 – деформована вісь арки в дуговій координаті s;
2 – проектна вісь арки в дуговій координаті s;

3 – деформована вісь арки в прямолінійній координаті x.

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)



ній площині (XOY). При визначенні точності гео -
де зичних робіт у горизонтальній площині слід вра -
хо вувати технологію будівництва мостового пе  ре -
хо ду. На відміну від вертикальної площини, дов -
жи на арки та її геометрична вісь у го ри зон тальній
пло щині контролюється встановленням ком пен са -
ційної вставки. Тому важливо отримати точність
гео дезичних робіт при визначенні дов жи ни ком -
пен саційної вставки. Виконаємо розрахунки. 

Крива прогинів арки може бути апроксимована
та ким рівнянням:

де c, d – коефіцієнти апроксимації кривої; ux – про -
гин арки по осі OX.

Знаходимо першу похідну цього рівняння:

Робимо заміну:

Матимемо:

Тоді СКП геодезичних робіт у горизонтальній
площині становитиме:

При ΔM=5,21·104 кНм, l=312 м, f=54,7 м,
E=2,13·108 кН/м2, F=0,7164 м2, lм=312 м матимемо:
mx=28,7 мм.

У напрямі осі OY арка працює як прямо лі ній -
ний стрижень. Тому розрахунок точності гео де зич -
них робіт при будівництві арки в напрямі OY ана -
ло гічний процесу розрахунку балки жорсткості.

Тоді СКП встановлення кожного вузла арки у
про ектне положення (по осі OY) визначимо за
фор мулою

Слід зауважити, що для забезпечення вказаної
точності геодезичного забезпечення будівництва
мос  тового переходу необхідно враховувати де -
фор  ма цію металевих конструкцій мосту за ра ху -

нок тем пе  ратури. При цьому вимірювати тем пе -
ратуру ме талу необхідно в декількох місцях од но -
часно як на сонячній, так і на тіньовій сторонах
конст рукції.

Висновки та перспективи дослідження. Роз -
гля  нута методика визначення середньо квад ра тич -
ної похибки геодезичних робіт при мон та жі конс т -
рукцій мостів дозволяє оптимізувати тех нологію
зав дяки правильному вибору методу роз мічування
та засобу вимірювання. Під час бу дів ництва мостів
слід забезпечити високу точність мон тажу еле -
ментів конструкції за рахунок удос ко налення тех -
нології будівельного виробництва, а са ме ук руп -
нен ня деталей моста на стапелі, спо руд жен ня мос -
та з обох берегів одночасно тощо. Для та ких скла д них
та унікальних об’єктів, як мости, до цільно ви зна -
чати технологію і точність гео де зич них робіт, вра -
ховуючи подальшу експлуатацію споруди. Ав то ри
зараз працюють над питаннями адаптування даної
методики визначення точності геодезичних робіт
на інших типах мостів.
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