
ГЕОДЕЗІЯ

8 Вісник геодезії та картографії, 2010, № 1 (64)

О. В. Кучер,  В. С. Старовєров,  З. М. Кравченко

ПОПЕРЕДНІЙ АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ ВИСОКОТОЧНОГО НІВЕЛЮВАННЯ

МЕТОДАМИ МАТЕМАТИЧНОЇ СТАТИСТИКИ

УДК 528.381:519.2

© О. В. Кучер,  В. С. Старовєров,  
З. М. Кравченко, 2010

Постановка проблеми. Інструкцією 1971 р. [2],
що й досі використовується для оброблення ре -
зуль татів нівелірних робіт, не передбачено аналізу
да них нівелювання методами математичної ста -
тис тики. Для глибокого розуміння характеру
впли ву різних факторів на результати вимірювань,
ви явлення закономірностей і причин цього впливу
до цільно проаналізувати дані за допомогою різних
ста тистичних методів. Це потрібно для того щоб
за   безпечити відповідний рівень надійності, точ -
нос ті та об’єктивності подальшого урівноваження
результатів.       

Аналіз попередніх досліджень теми. Питанню
ста тистичного аналізу даних високоточного ні ве -
лю вання приділяли увагу Дж. Альберда, Е. Ан дер -
сон, Н. Браатен, А. Чіаріні й Т. Егельтофт. Ос кіль -
ки цей вид нівелювання сьогодні залишається ос -
нов ним методом визначення висот пунктів земної
по верхні, тому проблему попереднього аналізу да -
них нівелювання потрібно ще вирішувати.

Мета статті: дослідити методику оцінки якості
ні велювання, описану в інструкції [2]; дослідити
ряди різниць перевищень статистичними ме то да -
ми для кращого розуміння характеру розподілу
ве ли чин, виявлення в цьому процесі зако но мір -
нос тей та відхилень; перевірити емпіричність
даних різниць перевищень на відповідність нор -
мальному за кону розподілу; проаналізувати от -
ри мані ве ли чи ни асиметрії та ексцесу, що свід -
чать про ха рак тер відхилення від нор маль но го за -
ко ну розподілу; про аналізувати результати Т-тес -
ту, який вказує на відхилення від нуля середнього
значення різниць і на розбіжність дисперсій двох
рядів даних; пере ві ри ти за допомогою Т-тесту гі -
по тезу про рівність се ред ніх значень різниць; ви -
зна чити коефіцієнти ко реляції між значеннями
різ ниць та пере ви щен ня ми, довжинами секцій та
кіль кістю штативів.

Виклад основного матеріалу. Вихідними да ни -
ми для нашого дослідження стали результати ви -
со коточного нівелювання І класу, проведеного на

Кримському геодинамічному полігоні (ви ко рис та -
но дані по 7-ми секціях, що спираються на фунда -
мен тальні репери). Масив вихідних даних різниць
пере вищень зведено в табл. 1. 

Наведемо формули обчислення різниць d1–d6.

Контроль здійснено за такими виразами:

Інструкцією [2] допускається розходження в 3 мм.
Для порівняння сум різниць із теоретичними з на -
чен нями, зумовленими впливом лише випадкових
по хибок, використано такі формули:

де L – довжина ділянки,  для якої виконано суму -
ван ня різниць, у кілометрах.

Оцінка якості результату нівелювання за
Інс т рук цією [2]

Результати порівняння суми різниць, ви кли ка -
них впливом лише випадкових похибок, по всіх
сек ціях з теоретично допустимими значеннями на -
во дяться в табл. 2. 

Середню квадратичну випадкову похибку η2 се -
ред нього перевищення на 1 км ходу обчислено за
та кими формулами (результат зведено в табл. 3):

Инструкцией по вычислению результатов нивелирования не предусмотрено статистического анализа данных мето -
да ми математической статистики. Для лучшего понимания характера влияния разных факторов на результаты из ме -
рений, выявление закономерностей и отклонений сделана попытка проанализировать с помощью этих методов ре зуль -
таты нивелирования части геодинамического полигона. Это позволит поднять степень надёжности, точности и объек -
тивности обработки результатов высокоточного нивелирования и дальнейшего их уравнивания.  

The instruction on calculation of levelling results doesn’t provide data analysis with mathematical statistical methods. For
better understanding the nature of different factors influence on the measurements results, detection of the regularities and
deflections the results of levelling a part of a geodynamic polygon have been analysed with these methods. It allows us to
improve reliability, accuracy and objectivity of processing results of high1precision levelling and its further adjustment.           

Таблиця 1. Різниці перевищень по секціях

(2)

(1)

(3)
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де r – довжина однієї секції; n – кількість секцій.
Потім обчислюємо середню квадратичну систе ма -
тич ну похибку σ2 середнього перевищення на 1 км
ходу за формулою

де L – довжина секції; S – величина, яку визна ча -
ють з графіка як різницю ординат прямої, що си -
мет рично розташована відносно основної кривої
нако пичення різниць d5, d6.  

Висновки. З табл. 2 випливає таке: різниці d3, d4 пе -
ревищують гранично допустиме теоретичне значення
суми різниць. Це свідчить, що в першій з названих
секцій є значна розбіжність між лівим та правим ні ве -
лю ванням 1 класу, причому нако пи чен  ня різниць має
від’ємний характер, тобто спо стерігається певна сис -
тем ність. З даних табл. 3 вид но, що середні квад ра -
тич ні похибки, визначені за різницями d5, вдвічі мен -
ші за СКП, визначені за різ ницями d6.  

При визначенні систематичної СКП σ2 виникає
си туація, коли крива накопичення різниць d5, d6 у де -
я ких секціях набуває нелінійного характеру. У цих
ви падках пропонується не обмежуватися ли ше пря -
мою, як про це вказується в Інструкції [2], а за сто со -
ву вати метод добору ліній трендів, що максимально
від повідають кривій накопичення. Це легко ви рі ши -
ти за допомогою програми Excel 2007, якщо піти шля -
хом добору методом най мен ших квадратів ліній трен -

ду з рівнянням та зна чен ням достовірності R2.
Для детальнішого аналізу даних та дослід жен ня

оцінки точності результатів нівелювання про по  ну є -
мо застосовувати методи математичної ста тистики. 

Дослідження різниць перевищень методами
ма  тематичної статистики

1. Визначення асиметрії, ексцесу, СКП ок ре -
мо взятої різниці перевищень. Насамперед визна -
ча  ємо: мінімальне, максимальне та середнє зна чен -
ня різниць; СКП окремої різниці; СКП ариф ме -
тич  ного середнього; величини асиметрії та ексцесу
з відповідними СКП; граничні значення асиметрії
та ексцесу. Результати зведено в табл. 4.

СКП різниць та СКП  простого арифметичного
се  реднього знаходимо за такими формулами:

Асиметрію та ексцес для рядів різниць ви зна ча -
є мо за виразами [3]

СКП асиметрії та СКП ексцесу знаходимо за
фор му лами [1]    

Допустимі значення асиметрії та ексцесу ви зна -
ча ємо за такими виразами [1]:

Таблиця 2. Порівняння суми різниць з теоретично

допустимими значеннями по секціях

(4)

(5)

Таблиця 3. Значення σ, η середнього перевищення 
на 1 км ходу

(6)

(7)

(8)

(9)

Таблиця 4. Значення показників розподілу 

рядів різниць
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Висновки. Як бачимо, СКП різниць d1, d2 майже
однакові та майже вдвічі менші, ніж СКП різниць
d3, d4, що вказує на однорідність результатів пря -
мо го та зворотного ходів; різниці d3, d4 теж од на ко -
ві, що вказує на однорідність лівих та правих ні ве -
лю вань. Разом з тим маємо кілька від’ємних се ред -
ніх значень різниць, що свідчить про накопичення
та ких різниць. Значних відхилень від нормального
закону розподілу не спостерігається, асиметрія та
ексцес у межах допуску. Різниці d5 мають най кра -
щі показники СКП  серед усіх різниць, асиметрій
та ексцесів.

2. Визначення коефіцієнтів кореляції між ря -
да ми різниць. Спробуємо виявити лінійну залеж -
ність між результатами рядів вимірювань. Для
цьо го знайдемо коефіцієнти кореляції за фор му -
лою [2]

Результати зведемо в табл. 5-9.

(10)

Таблиця 5. Визначення коефіцієнтів кореляції 

між рядами різниць

Таблиця 6. Визначення коефіцієнтів кореляції

між рядами різниць та довжинами секцій,

перевищеннями та кількістю штативів у секції 

Таблиця 7. Визначення коефіцієнтів кореляції  

між абсолютними значеннями різниць 

та  довжинами секцій, перевищеннями 

та кількістю штативів у секції

Таблиця 8. Коефіцієнти кореляції при сортуванні

різниць за кількістю штативів у секції

* К. к. – коефіцієнт кореляції.
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Висновки. Якщо значення коефіцієнта кореляції
не  значне, це ще не означає, що зв'язку немає, прос то
він не є лінійним. Спостерігається велика за леж ність
аб солютних значень різниць від довжини сек ції та
особ ливо від кількості штативів. При сор ту ванні ря -
дів різниць за кількістю штативів про яв ляється певна
залежність рядів різниць від кіль кості штативів. При
сортуванні рядів різниць за дов жиною секції ви яв -
лено значні величини ко е фі цієнтів кореляції між зна -
ченнями різниць та кіль кіс тю штативів, дов жи ною
сек цій. Є можливість встановити параметри рів нян -
ня регресії. 

3. Застосування T-тесту для перевірки гі по тез
щодо рядів різниць перевищень. Перевірка зна чень
коефіцієнтів кореляції. Після визначення кое фі -
цієнтів кореляції необхідно перевірити головну гі -
потезу, де rxy = 0 (тобто, коли коефіцієнт кореля ції
до рів нює нулю), та альтернативну гіпотезу  rxy =/ 0
(тобто, коли коефіцієнт кореляції не дорівнює ну -
лю) за такою формулою [3]:  

де txy – безрозмірна величина; rxy – коефіцієнт ко -
ре ляції; f = n-2 – ступені свободи; t1-α/2,f – абсциса
роз поділу Стьюдента; α – рівень значимості. 

Ре зуль тати перевірки гіпотези відображені в
таб ли цях визначення коефіцієнтів кореляції.

Перевірка середніх значень різниць перевищень.
Для цього використаємо формулу [4] 

де |tδ− | – безрозмірна величина; δ− – середнє зна чен -
ня ряду різниць перевищень; n – кількість спо сте -
ре жень; m – СКП окремо взятої різниці, обчис ле -
ної за формулою (6); t1-α/2,f – абсциса розподілу
Стью дента; f = n-1 – кількість ступенів свободи; α
– рівень значимості. T-тест дає змогу перевірити,
наскільки середнє значення рядів відрізняється
від нуля: головна гіпотеза, що середнє=0, та аль тер -
на тивна гіпотеза, що середнє=/0. Результати пе ре -
вір ки зведено в табл. 10.

Перевірка різниці двох середніх значень переви -
щень. Використаємо знову T-тест для пере вір ки
го ловної гіпотези, де середнє1-середнє2=0, та аль -
тер нативної гіпотези, де середнє1-середнє2=/0 . Ско -
рис таємося формулою [3]

де  |tΔδ |  – безрозмірна величина; δ−i – середні зна -
чен ня різниць; m – СКП окремих різниць для
кож  но го ряду; n1 та n2 – кількість різниць у кож -
но му з ря дів; t1-α/2,f – абсциса розподу Стьюдента;

α – рівень зна-

чимості. Результати наведено у табл. 11. 

Висновки. Отже, середні значення різниць пе ре -
ви щень близькі до нуля, хоча є і певні відхилення
у рядах різниць d2 та d3; середні значення рядів
різ ниць майже однакові. 

4. Застосування F-тесту для рядів різниць пе ре -
вищень. Перевірка рядів різниць між собою. F-тест
вказує на розбіжність дисперсій двох рядів різниць

Таблиця 9. Коефіцієнти кореляції при сортуванні

різниць за довжиною секції

*К. к.– коефіцієнт кореляції;
d4�шт. – коефіцієнт кореляції між значеннями різниць у сек ції

та кількістю штативів;
d2�L, км – коефіцієнт кореляції між значеннями різниць та

дов  жиною секцій.

(11)

(12)

Таблиця 10. Результати T@тесту для середніх значень

різниць перевищень

(13)

Таблиця 11. Результати T@тесту для різниці середніх

значень різниць перевищень
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перевищень, де головною гіпотезою є m1
2 = m2

2, а аль -
тер нативною – m1

2 =/ m2
2 [3]:

де Fm – безрозмірна величина; mi – СКП окремої
рі зниці для кожного ряду; Fα/2,f1,f2 – це (1-α/2)%-
ва вірогідність F – розподілу; f1, f2 – ступені сво бо -
ди двох рядів f = n-1;  α – рівень значимості. 

Ре зуль тати F-тесту зведено в табл. 12-15.

Сформуємо загальну таблицю для різниць пе -
ре вищень із зазначенням частки від’ємних та
додатних їх значень (табл. 16).

Висновки. У 95 % випадків ряди різниць (d1-d2) та
(d5-d6) мають різні дисперсії, що зумовлено роз біж -
ностями в даних по прямих та зворотних ходах. У
табл. 16 подаються результати аналізу всіх різ ниць за
їх значенням, а саме, який відсоток різ ниць більше за
нуль, а який – менше за нуль. У по пе ред ніх аналізах
ми бачили, що ряд різниць d5 має до сить високі показ -
ни ки надійності, а саме най мен  шу СКП окремої різ ни -
ці (0,57 мм), найменшу СКП арифметичного серед ньо -
го (0,06 мм), наймен ше значення асиметрії (0,06 мм) та
ексцесу (-0,36 мм). Тоді виходить, що значення ві д’єм -
них різ ниць мають бути в 1,5 раза більшими за зна  чен -
ня додатних, щоб компенсувати їхній вплив. Ос  кільки
різниці d5 отримано шляхом віднімання усе  ред нених
пе ревищень лівих та правих ні ве лювань, то мож на
зро   бити такі висновки: усе ред не не зна чен ня пра вих
ні  велювань більше, ніж усе реднене зна чен ня лі вих ні -
ве лювань, що спри чи нює появу більшої за 0 кіль кості
різ  ниць. Виникає за пи тання: усереднене зна  чення пра -
вих ні ве лювань більше за усереднене зна  чен ня лі вих
чи нав паки? Тим самим ми наго ло шу є  мо на від нос  нос -
ті, але це ще потребує деталь ні шого розгляду. 

5. Застосування критерію Пірсона (критерій
χ 2). Цей критерій є найнадійнішим при порів нян -
ні емпіричного розподілу з нормальним, але при
цьо му необхідно мати достатню кількість різниць,
щоб сформувати не менше 8-ми інтервалів і щоб у
кожному з них було не менше 5-ти різниць [2]: 

де m – кількість інтервалів; ki – кількість різниць, що
потрапили до і-го інтервалу; n – кількість усіх різ -
ниць; pi – вірогідність потрапляння випадкової ве ли -
чини до і-го інтервалу. Після обчислення χ2 ви зна -
чають величину p; якщо p>0,5, то розподіл нор маль -
ний, якщо 0,3<_p<_0,5, – добрий, якщо 0,1<_p<_0,3, –
задовільний, якщо p<0,1, – неза до вільний.

Висновок. Критерій Пірсона застосовують, коли
є необхідна кількість різниць – не менше  100.

6. Аналіз різниць перевищень при сортуванні за
кіль  кістю штативів у секції та довжиною сек цій.
Ана ліз розпочинається із сортування всіх різ ниць пе -
ре ви щень за такими параметрами: за кількістю шта -
ти вів та за довжиною секції. При сортуванні за кіль -
кіс тю шта тивів ми отримали 5 груп, а при сортуванні
за дов жи ною секцій – 4 гру пи. В кожній із груп ви -
зна ча  лась СКП окремої різ ниці та середнє значення
рядів різ ниць пе ре ви щень. Про результати можна су -
ди ти з  діаграм (мал. 1-4). 

(14)

Таблиця 12. Результати F@тесту для рядів різниць

перевищень

Таблиця 13. Результати F@тесту для рядів абсолютних

різниць перевищень

Таблиця 14. Результати F@тесту при сортуванні

різниць перевищень за кількістю штативів у секції

Таблиця 15. Результати F@тесту при сортуванні

різниць перевищень за довжиною секції

Таблиця 16. Частка додатних та від’ємних значень

різниць перевищень

(15)
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Висновки. 1. Саме ряди різниць d5 дають най -
кращі значення СКП окремих різниць як при сор -
туванні за кількістю штативів, так і при сортуванні
за довжиною секцій. 2. Середні значення різниць
d5 також свідчать, що найкращі результати дає сор -
тування за довжиною секцій. 

Загальні висновки. Попередні підсумки ана -
лізу різниць перевищень високоточного нівелю -
ван ня дають підстави для таких узагальнень:

• усі різниці підпадають під дію нормального
закону розподілу, хоча є і відхилення;

• середні значення різниць близькі до нуля, але
є незначні відхилення у різницях d2, d3, d6, що може

бути спричинено певними системними впли вами;
• на 95 % можна стверджувати, що ряди різниць

d1, d2 та d5, d6 мають різні дисперсії, а різниці d3, d4
є однорідними. Це свідчить про те, що результати
правих та лівих нівелювань є надійними;

• різниця середніх значень різниць є нульовою;
• різниць d5, що менше нуля, 38 %, а різниць,

біль ших за нуль – 62 %; при цьому спостері га ють -
ся найкращі показники розподілу, що видається
досить дивним і свідчить, швидше за все, про
збіль шення величини від’ємних різниць;

• спостерігається значна кореляція, що вказує
на лінійний зв'язок між рядами. Нема лінійного
зв’язку між значеннями різниць та довжиною

Мал. 1

Мал. 3

Мал. 2

Мал. 4
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секцій, різницями та значенням перевищення. 
• абсолютні значення різниць перевищень між

різницями двох рядів мають майже однакові дис -
пер сії.

• є певна лінійна залежність між абсолютною
різ ницею двох  рядів різниць перевищень,  дов жи -
ною секцій, кількістю штативів у секції та (част ко -
во) пе ре вищеннями. 

• при сортуванні різниць за кількістю штативів
у секції і за довжиною секції спостерігається знач -
на кореляція.

• характер діаграм вказує на те, що різниці d5
мають найкращі показники.

Здобуті результати – лише перший крок на
шля   ху до вивчення даних високоточного ні велю -
вання, оскільки для аналізу було залучено тільки
89 різ ниць перевищень. Для детальнішого та об’єк -

тив ного з’ясування причин впливу на величину
пе  ре ви щень різних факторів необхідно дослідити
дані пе ре вищень, отриманих безпосередньо на
стан  ціях ні ве лювання, а також використати до дат -
ко ву ін фор  ма цію про стан атмосфери та ґрунту. 
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