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До 50-х років минулого сторіччя за геодезичну
висоту точки М на поверхні Землі приймали
висоту НМ в ортометричній системі висот. Цю
висоту (мал. 1) відкладали уздовж прямовисної
лінії і складалась вона з двох частин [10, с. 328]:

де H g
M – ортометрична висота точки М; ζ – ано ма -

лія висоти (висота точки М1 над поверхнею ре фе -
ренц-еліпсоїда).

Спочатку обчислюють перший доданок фор му -
ли (1):

де g M
m – середнє значення прискорення дійсної си -

ли ваги G
–

на відрізку прямовисної лінії М1М; dh –
елементарні перевищення точок земної повер х ні,
що найближче розташовані до неї та вимі рю ють ся
геометричним нівелюванням.

М. С. Молоденський, В. Ф. Єремеєв, М. І. Юр -
кі  на [7, 8, 12-14] довели, що частина геодезичної
ви соти H g

M (ортометрична висота) не може бути
об чис лена точно, оскільки g M

m складним чином
залежить від розподілу щільності мас всередині
Зем лі, який невідомий.

Висота геоїда ζ1 над еліпсоїдом (поверхнею від -
нос ності), що входить у формулу (1), як показав ана -

ліз, також не може бути обчислена точно [10, с. 329].
Для обчислення аномалії висоти використову -

ють ся такі формули:

або

де T – збурюючий потенціал; γ – прискорення сили
ваги нормального поля; dσ – елемент поверхні на
сфері; φ – сферична відстань від даної точки до бі -
жу чої; S(φ) – функція Стокса, що визначається з
ви разу

R – середній радіус Землі, який дорівнює (a2b)
1/3;

a, b – велика і мала півосі еліпсоїда.
Але обидві формули практично не вико рис то -

ву ються через неповноту і незавершеність сві то во -
го гравіметричного знімання, а інтегрування не об -
хідно проводити по всій поверхні Землі. Саме то -
му в деяких країнах у 60-х роках минулого сто річ -
чя було виконано перехід на нормальну систему
ви сот, запропоновану М. С. Молоденським.

До введення системи нормальних висот у ка та -
ло гах висоти реперів H g

M і центри тріангуляції за -
да ва лись у системі ортометричних висот. З 1958 р.
ці да ні в каталогах подаються в системі нор маль -
них ви сот H γ

M.
У ході аналізу відповідної літератури про ви со -

ти, а саме про нормальні висоти (використано по -
сіб ники і підручники з вищої геодезії та геодезії, а
та кож інші джерела [1-19]), виявлено не од но -
значність трактування деяких термінів. На прик -
лад, в одному й тому ж підручнику [10] наводяться
та кі різні формулювання:

1. "Геодезическая высота HM определяет от -
сто я   ние точки M от эллипсоида по нормали к не -
му" (с. 321).

На мал. 134 підручника наводяться зображення
ор тометричних і нормальних висот на одній і тій са -
мій лінії, а що це за лінія – не вказується (с. 322).

2. "Нормальная высота H γ
M точки M изо бра жа -

ет ся отрезком линии M0M2, аномалия высоты –
MM2, а геодезическая высота – HM, как рассто я -
ние, определяемое формулой HM=H γ

M+ζ" (с. 330).
Для кращого розуміння подальшого матеріалу

від творимо мал. 134 і 138 із праці [10] (див. мал. 2).

Рассматривается ситуация, связанная с неоднозначностью трактовок терминов "нормальная высота" (Hγ
M) и «ано ма  лия

высоты" (ζ) квазигеоида в учебниках по высшей геодезии и геодезии, изданных в СССР и СНГ за последние 60 лет.

The article deals with the problem of using different meanings of terms «normal altitude» (Hγ
M) and «anomaly of altitude» (ζ)

of quasi+geoid in manuals on geodesy and higher geodesy published in USSR and CIS during last 60 years.

(1)

Мал. 1. До визначення ортометричної висоти:
M1M0=ζ1 – геоїдальна частина; 

MM1=H g
М – гіпсометрична частина

(2)

(3)

(4)
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З мал. 2 випливає, що геодезична висота точки
M (відрізок MM0) включає як ортометричну H g

M,
так і нормальну H γ

M висоти, й обидві вони
відраховуються вздовж прямовисної лінії. На
малюнку HM=H g

M+ζ1; HM=H γ
M+ζ.

Наведемо методики побудови нормальної висо -
ти, запозичені з праці [10] (див. наш мал. 3).

1. Трактування методики № 1 [10] побудови
нор  маль ної висоти 

У відповідності з [10] алгоритм методики зво -
дить ся до такого.

Нехай поверхня геоїда визначається рівнянням
W=W0, а поверхня референц-еліпсоїда – з виразу
U=U0.

Зробимо перетин рівневої поверхні, для якої
нормальний потенціал UM2

дорівнює дійсному по -
тен ціалу WM точки M на поверхні Землі, і за пи ше -
мо: UM2

=WM.
Відтворимо цю поверхню, нехай це буде крива

О1М2 (див. мал. 3).
Оберемо на прямовисній лінії M0M таку точку

M2, для якої різниця потенціалів ΔU=U0-UM2
нор -

мального поля до рів нюватиме різниці потенціалів
ΔW=W0-WM дійсного поля сили ваги:

але

Позначимо через dHγ елементарне переви щен -
ня між рівневими поверхнями нормального по тен -
ціалу на прямовисній лінії MM0, і тоді можемо за -
пи сати:

Враховуючи вираз (5), запишемо:

де γ, γm – поточне і середнє значення прискорення
нормальної сили ваги на відрізку прямовисної
лінії M0M2.

З формули (6) випливає:

Однак вираз (7) визначає висоту точки M2 на
пря мовисній лінії M0M над поверхнею відносності
(еліп соїда), яку М. С. Молоденський спочатку на -
з вав допоміжною висотою, а відрізок M2M – ано -
ма лією висоти і позначив її буквою ζ.

Але умовна точка M2 нікого не цікавить, ос кіль -
ки вона знаходиться під поверхнею Землі. Нам ці -
ка ва висота точки M, що лежить на її поверхні.

Якщо виконати інверсію, тобто обертання від -
різка MM0 навколо його середини на 180°, то от ри -
ма ємо мал. 2, на якому аномалія ζ відкладається
від поверхні відносності до точки M2, а нормальна
ви сота H γ

M – від точки M2 до точки M на поверхні
Землі.

Кінці відрізків ζ для багатьох точок утворюють
по верхню квазігеоїда.

Тепер формулу (7) можна передати так:

Значення γ M
m, тобто нормальне прискорення си -

ли ваги на висоті 1/2H γ
M від еліпсоїда, обчислюємо

з виразу

де γ M
0 – нормальне прискорення сили ваги, що об чис -

люється за формулою Клеро (9) або Самільяно (10):

Мал. 2. До визначення геодезичних висот 
[10, мал. 134, с. 322]

Мал. 3. До визначення нормальних висот 
[10, мал. 138, с. 329]

(5)

(6)

(7)

(7')

(8)

(9)

(10)
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де γe, γ0 – прискорення сили ваги на екваторі й на
полюсах; a, b – велика і мала півосі еліпсоїда; B –
гео дезична широта точки M, відредуційована на
еліпсоїд.

З виразу (7’) видно, що чисельник визначається з
безпосередніх вимірювань перевищень Δhi та при ско -
рень gi, а H γ

M – обчисленням інтегралу.
Параметр γ M

m обчислюється за формулами (8-10),
тобто прискорення визначається в нормальному
полі еліпсоїда.

У результаті отримуємо незбігання геодезичної
висоти HM з нормальною висотою H γ

M на величину

Відмітимо, що на мал. 138 у праці [10, с. 329] всі
опе ра ції здійснювались на прямовисній лінії (вер -
ти ка лі), а не на нормалі.

Наступний крок, виходячи з методики П. С. За -
ка това [10, с. 331], виглядатиме так.

Якщо аномалії висот ζ у кожній точці рівне -
во го еліп соїда (U=U0) відкласти від його по -
верхні вго ру вздовж нормалей, то геометричним
місцем кін ців цих відрізків буде деяка допоміжна
поверхня, яку М. С. Молоденський назвав ква зі -
геоїдом. Тоді нормальні висоти можна роз гля да -
ти як відрізки нор малей до еліпсоїда, що від кла -
даються від по верх ні квазігеоїда до фізичної
земної поверхні (на мал. 138 з [10] для точки M
це відстань MM3).

На цьому опис методики № 1 завершується, но -
во го малюнка, відмінного від 138 [10], не на во -
диться, залишаючи читачеві тримати викладене у
пам’яті.

Однак на мал. 3 (мал. 138 [10]) висоти H γ
M і ζ

від кладені вздовж прямовисної лінії (вертикалі), а
не уздовж нормалі.

Спробуємо передати зміст графічно. Для цього на
ос нові мал. 3 побудуємо нове зображення (мал. 4).
Від мітимо, що на мал. 3 геодезична висота HM роз -
мі щується вздовж прямовисної лінії MM0 і ви зна -

ча ється формулою HM=H γ
M+ζ. Обидві складові цьо -

го рівняння можуть бути визначені точно.
2. Трактування методики № 2 [10] побудови

нор  маль  ної висоти 
Спираючись на мал. 3 (мал. 138 в [10]), від кла -

даємо від точки M0 вгору по нормалі до поверхні ре -
ференц-еліпсоїда відрізок ζ і отримуємо точку M3.
Потім від точки M3 вгору відкладаємо на продов -
жен ні нормалі до референц-еліпсоїда відрізок H γ

M

(тоб то нор мальну висоту), і помічаємо, що кінець
від  різка виходить за межі фізичної поверхні Зем лі,
утворюючи точку M'. При побудові ви три му ється
умова: M0M3=MM2; M3M'=M0M2. При цьо му точка
M' розміститься не лише вище поверхні Зем  лі, але
і буде віднесена на деяку відстань від точ ки М,
розміщеної на поверхні Землі. На цьому опис ме -
тодики № 2 завершується.

З мал. 4 видно, що між вертикаллю MM0 і нор -
маллю M'M0 є кут U.

Той факт, що при подібній побудові точка M'
вий шла за межі фізичної поверхні Землі, говорить
про некоректність подібної побудови. Отже, треба
будувати  інакше, а саме опускати нормаль з точки
M на поверхню референц-еліпсоїда і відкладати на
ній відрізки H γ

M і ζ. Покажемо ці побудови на мал.
5, щоб не перевантажувати мал. 4.

3. Трактування методики № 3 [10] побудови
нор маль  ної висоти 

Опускаємо з точки M фізичної поверхні Землі
нор маль на поверхню референц-еліпсоїда і от ри -
му ємо точку M'0.

Відкладаємо від точки M'0 вгору по нормалі від -
рі зок ζ і отримуємо точку M3.

Відкладаємо від точки M3 вгору вздовж нормалі
від різок H γ

M. Він виходить за межі земної поверхні.
Йо го кінцем буде точка M', яка опиняється вище
точ ки M.

Аналогічно опускаємо нормаль з інших точок
по верхні Землі – N, L, k і т. д. та відкладаємо від -
різки ζi, які утворюють поверхню квазігеоїда.

Тепер, якщо ми надбудуємо до точок ква зі геої -
да N3, L3, k3 тощо відрізки H γ

N, H γ
L, H γ

k і т. д., то кінці

(11)

Мал. 4. До побудови нормальних висот

Мал. 5. Доповнення до побудови нормальних висот
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цих відрізків також вийдуть за межі земної по вер -
х ні, утворюючи точки N', L', k' і т. д. Як у випадку з
трак туванням методики № 2, той факт, що точки
M', N', L', k' і т. д. опинились вище точок M, N, L, k і
т. д., що лежать на поверхні Землі, свідчить про не -
ко ректність цих побудов. Виходить, що відкладати
від різки ζi і H γ

i вздовж нормалей вгору від повер х -
ні ре ференц-еліпсоїда, як це рекомендується в
[10], не можна, тому що вони не вміщуються на
від різ ках MM'0, NN'0, LL'0, KK'0, оскільки гіпотенуза
завжди біль ша за катет. На цьому методика № 3
теж за вершується.

Наші міркування стосовно викладу методик 1-3 з
праці [10], навіть якщо припустити, що прямо вис -
на лінія не кри ва, а пряма, доводять абсурдність
цього ново введення.

Якщо ж гіпотенузу вважати кривою лінією, що так
і є, то різниця у довжинах прямолінійного ка тета і
криволінійної гіпотенузи тільки збіль шу єть ся.

Виявлена нами невідповідність, очевидно, була ві -
дома авторам теорії нормальних висот, але про це во -
ни навіть не обмовились. Лише в 1961 р. один з ав то -
рів праці [1] В. В. Бровар повторив (після В. Ф. Єре -
ме єва [8]) визначення нормальної висоти у такому
виг ляді: "высота над эллипсоидом такой точки,
нор мальный геопотенциал которой равен дейс т ви -
тельному геопотенциалу репера и которая лежит
на одной силовой линии с репером, называется нор -
мальной". Тут вже видно напрям, вздовж якого від -
кла дається нормальна висота H γ

M. Крім того, ро -
бить ся висновок з формули для різниці відрізків
Hn (вздовж силової лінії нормального поля) і H
(вздовж нормалі):

де                           ; R – середній радіус Зем- 

лі (6370 км); В – геодезична широта.
Ця різниця для середніх широт навіть при

висотах до 10 км є величиною, яка не перевищує
0,01 мм. В оптиці допуск 10 мікрон вважається до -
сить точним, а для геодезії ця величина є не -
скінченно малою. Тому В. В. Бровар для переходу
від координат у нормальному полі до геодезичних
радить зараховувати лише різниці широт ΔB=Bn-B
(Bn – нормальна широта), а координати L і H за ли -
ша ти без змін.

Для більшої наочності наведемо зображення
(мал. 6) з необхідними позначеннями, побудоване
на основі малюнків 14 [1, с. 79], 13 [10, с. 288] і 32
[18, с. 125].

Через 14 років після В. В. Броваря один з його
спів авторів по праці [1] Б. П. Шимбирєв у мо но -
гра фії [18, с. 136] ще раз підтвердив, що "… в даль -
ней шем мы не будем делать различия между гео де -
зи ческой высотой H и соответствующим отрезком
Hn силовой линии нормального поля". До речі, він
від клав нормальну висоту вздовж нормалі до еліп -
сої да, а не вздовж силової лінії.

Цікаво, що навіть В. Ф. Єрємеєв у праці [7] від -
кла дає середнє значення нормальної сили ваги γ–m
уздовж силової лінії нормального поля, а в іншій
[8] – уздовж нормалі до еліпсоїда, що проходить
че рез досліджувану точку (що, як ми тепер знаємо,
та кож є правильним, але з врахуванням при пу -
щен ня нескінченної малості різниць ΔH).

На Землі немає об’єктів, які б перевищували
за ви сотою Джомолунгму (8848 м), тому на прак -
тиці не має значення, вздовж якої лінії від кла да -
ти гео де зичну висоту – вздовж нормалі чи
вздовж пря мо висної лінії нормального поля, ос -
кільки різниця в довжині між ними є вели чиною
нескінченно малою.

Але, якщо нам доводиться мати справу з ШСЗ,
геодезичні висоти яких можуть сягати 10 тис. км і
більше [3], то ця різниця складе вже не 10 мікрон,
а 10 км і більше. Тоді лінія квазігеоїда, отримана
при відкладенні числового значення нормальної
ви соти H γ

M вздовж вагової лінії нормального поля,
буде вище лінії квазігеоїда, отриманої при від -
кладенні відрізка H γ

M вздовж нормалі, більше ніж
на 10 км.

Хоча цей приклад є деяким перебільшенням,
але він висвітлює методологічний аспект ви кла де -
ного ма теріалу, що віддає першість прямовисній
лінії (як причині) та вторинність – нормалі (як
наслідку).

Наостанок наведемо формулювання щодо ви -
значення нормальних висот, взяті з підручників з

Мал. 6. До визначення геодезичної висоти:

ξ=(γ–,g–)=ϕ+Bn=ϕ+B+0,171H sin2B;  B+B0=~0,0008" sin2B
(при H~8 км, B ≈B0); MM0 – силова лінія нормального поля;

MMn – нормаль до поверхні еліпсоїда в точці M1; 
H – геодезична висота; g– – вектор прискорення дійсної сили

ваги; γ– – вектор прискорення нормальної сили ваги; 
γ–m – середнє значення вектора γ–; γ–0 – вектор нормальної
сили ваги в точці M0 референц#еліпсоїда; Bn – нормальна

широта; B0 – нормальна широта для точки M0; 
B – геодезична широта; a – велика піввісь; b – мала піввісь;

Bn#B=ε" = 0,171"Hsin2B; ρ – радіус кривини вагової лінії  MM0
нормального поля
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вищої геодезії, держстандарту (ДСТУ 2393-94.
Геодезія. Терміни та визначення) та монографій
на тему про теорію фігури Землі.

Навіть у ДСТУ 2393-94 при формулюванні
по нят тя нормальної висоти прямо не вказується,

в якому напрямі її відкладають – уздовж нормалі
чи уздовж вертикалі. Тому деякі автори
відкладають нормальні висоти по нормалі, інші –
по вертикалі або взагалі не вказують напрям, що
і видно з такої таблиці.
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СПОСОБИ ТРИГОНОМЕТРИЧНОГО НІВЕЛЮВАННЯ 

ЕЛЕКТРОННИМ ТАХЕОМЕТРОМ

УДК 528.48

Рассмотрены способы тригонометрического нивелирования электронным тахеометром, дающие возможность оп -
ре де лять наклонное расстояние, вести измерения зенитных углов на две или три точки базиса, расположенные вер ти -
каль но на вешке отражателя. Это позволяет по результатам уравнивания определять поправки к измеренным углам и
ли ниям и таким образом повышать точность нивелирования. Описан пример расчета поправок.

© М. П.  Марущак, 2010

* * *

Сучасні електронні тахеометри викорис то ву -
ють ся в інженерних вишукуваннях, у будівництві,
в архітектурі, при спостереженні за деформаціями
бу дівель і споруд, при виконанні кадастрових та
ін ших робіт. Застосування цих приладів значно
під вищує продуктивність праці, спрощує процес
об роблення польових даних, виключає помилки
від лічування, скорочує час на камеральні роботи. 

При визначенні перевищень між пунктами елек -
т рон ним тахеометром застосовується спосіб три го -
но метричного нівелювання. Цей вид нівелю ван ня за
продуктивністю значно переважає гео мет  рич ний,

але поступається йому за точністю. Ос  нов ни ми
причинами цього є помилки ви мі рю ван ня вер ти -
кального кута, відстані, висоти візир ної цілі та
приладу, а також вплив зовнішнього се редовища.

При односторонньому нівелюванні на пунктах
А і В встановлюють тахеометр і відбивач (мал. 1).
Вимірюють похилу довжину лінії D, зенітний кут
z, висоти відбивача l та приладу i. Перевищення
між пунктами обчислюють за формулою [1]

де k – коефіцієнт рефракції (для Європи k=0,13);
D – виміряна відстань; R – радіус Землі.

The paper deals with the methods of trigonometric leveling by electronic tacheometer, that allow to measure slope distances and
zenith angles at two or three points of a basis, which are located vertically on the range pole of a reflector. This allows to determine cor-
rections to the measured angles and lines on the basis of the equalization results, and thus to improve the accuracy of leveling. The
example of the corrections calculation is given.

(1)


