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Постановка проблеми та її зв’язок з важ ли ви -
ми науковими і практичними завданнями. Пи тан -
ня доцільності побудови цифрових моделей ано -
ма лій Буге у формі рівномірної сітки неод но ра зо -
во висвітлювалось у класичній та сучасній літе ра -
турі з позицій відомої методики інтерполяції ано -
ма лій сили тяжіння через перехід до аномалій Бу -
ге [2, 5 та ін.]. Сьогодні це питання стоїть досить
гостро у зв’язку з поширенням Європейської ви сот -
ної сис теми, яка має прямий зв’язок з гравіта цій ним
по лем Землі через геопотенціальні числа і по  тен ці ал
сили ваги W0 у вибраному початку відліку. 

Про це йшлося ще у 1999 р. на Генеральній
асам  блеї Міжнародного геодезичного і гео фі зич -
но го союзу в резолюції стосовно проведення спе ці -
аль них GPS-спостережень і гравіметричних вимі -
рю вань уздовж ліній нівелювання для вирів ню -
ван ня різних нівелірних мереж існуючих висотних
сис тем завдяки переходу до єдиної системи гео по -
тен ціальних чисел. Одним з важливих пунктів цієї
ре золюції стала ревізія, починаючи  з 1999 р., ви -
сот них основ різних країн для встановлення їх
зв’яз ку на основі теоретично обґрунтованого і
стро гого підходу до побудови Європейської вер ти -
каль ної системи [6, 9, 10], який базується на вирів -
ню ванні обчислених геопотенціальних чисел. За
від сутності даних про виміри сили тяжіння, для
цьо го стали використовувати рівномірну сітку
зна чень аномалій Буге при умові точності обчис -
лень близько 1 мГал [9], оскільки обчислення ви -
со коточних цифрових моделей аномалій сили тя -
жі ння має вирішальне значення як вихідна інфор -
ма ція для побудови квазігеоїда [1, 3, 12].

Порівняння різних систем висот можна знайти
в праці [8], де це зроблено за допомогою гео по тен -
ці альних чисел:

де W0 і WP – потенціал сили ваги в початковій
точці P0 (футшток) і в точці Р, в якій обчислюється
GP; g – прискорення вільного падіння; Δh – при -
ріст висоти, або перевищення, отримане за даними
ні велювання.

Тут доречно зробити таке застереження: інтег -

рал (1) не  залежить від шляху інтегрування [5, 8].
Взявши до уваги вираз (1), наведемо формулу "уза   -

гальненої" висоти HG точки Р у такому виг ляді [8]: 

згідно з якою висотні системи HG відрізняються
те пер лише вибором сили ваги G. Якщо за G візь -
ме мо середню силу ваги G= g– між геоїдом і земною
по верхнею (обчислюється по прямовисній лінії),
то ді тотожність HG=Hg є визначенням орто мет рич -
ної висоти Hg. Якщо за G обрати середню нор маль -
ну силу ваги   між еліпсоїдом і телуроїдом (об чис -
лю ється по нормальній прямовисній лінії) то ви -
раз HG=Hγ визначає нормальну висоту Hγ. Якщо за
G візьмемо постійну нормальну силу ваги
G=γ0=const на еліпсоїді (традиційно γ0 фіксується
для широти 45°), тоді тотожність HG=HD є ви зна -
чен ням динамічної висоти HD. 

Обрахування геопотенціальних чисел CP за ви -
ра зом (2) виглядатиме приблизно так:

з розмірністю CP у так званих геопотенціальних оди -
ни цях GPU [8]:1 GPU=1 кГал·м=1 000 Гал·м=1 000 000
мГал·м, за рахунок чого С=CP ≈ 0,98Hγ [0,98 м], ос кіль -
ки наближене значення сили ваги g ≈ 0,98 кГал. 

Отже, перехід до геопотенціальних чисел
С=HG·G дає можливість задовольнити на практиці
всі відомі вимоги до висотних систем, якщо но сі я -
ми останніх будуть саме відомі геопотенціальні
чис ла СР у пунктах нівелювання. Повертаючись до
фор мули С=HG·G, відзначимо: оскільки завжди по -
зи тивна функція G входить у цей вираз лінійно з
не великими змінами від точки до точки, то будь-
який метод вирівнювання, що знайшов своє за сто -
су вання при опрацюванні нівелірних мереж, може
бути використаним і для їх вирівнювання в гео по -
тен ціальних числах [9]. 

Перша реалізація Європейської вертикальної
ре ференцної системи (EVRS) у вигляді нівелірної
ме режі UELN 95/98, яка отримала назву
EVRF2000, базувалася на вирівнюванні геопо тен -
ці альних чисел СР без використання будь-якої сис -
те ми висот. Проведене вирівнювання в пере ра хун -
ку на Hγ дало змогу оцінити їх середню квад ра тич ну

Поставлена и решена задача построения равномерной сетки аномалий Буге для региона Украины. Полученное решение
для аномалий Буге на равномерной сетке оценивается со средней погрешностью 1#2 мГал, которая улучшается вдоль линий
нивелирования и возле пунктов Государственной гравиметрической сети.

The making of the regular grid of Bouguer anomalies for the region of Ukraine is considered. The obtained solution for
Bouguer anomalies on the regular grid is estimated with the standard error of 1#2 mGal, which improves along the leveling lines
and around the points of the State Gravity Network.
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похибку ~5 см на континентальному рівні [9]. По -
хибки різниць Hγ на сусідніх пунктах націо наль -
них мереж не перевищують 1 см. Враховуючи існу -
вання великої кількості регіональних роз в’язків
для ζ, у 2001 р. на симпозіумі EUREF2001 було
прийнято резолюцію стосовно створення та кої
моделі квазігеоїда, який би описував Єв ро пей сь ку
вертикальну референцну систему EVRS (до -
датково узгоджену з системою ETRS89) з рівнем
стан дартної похибки <10 см, яким, мабуть, став
роз в’язок EGG08 [7]. У зв’язку із планами ви рів -
нювання нівелірної мережі за геопотенціальними
чис лами постає необхідність отримання ін фор -
мації про прискорення сили ваги на кожному ні ве -
лір ному знакові. Оскільки такі визначення  не ви -
ко нувалися, їх можна отримати за матеріалами
гравіметричних знімань у масштабах 1:10 000-
1:200 000. Ось так і з’явилась потреба в побудові
циф рових моделей аномалій Буге у формі рівно мір -
ної сітки.  Однак автори не віднайшли  жодної пуб -
лікації на цю тему для регіону України. Роз в’я занню
даної задачі й присвячена пропонована стаття.

Виклад матеріалу дослідження. Цифрова мо -
дель аномалій Буге в першому наближенні. За -
да ча побудови рівномірної сітки для аномалій

Буге, вибраної згідно з [2] з роздільною здатністю
2'×3' для території України, розв’язувалась у кіль -
ка ітерацій, оскільки головна вихідна інформація
ґрун тувалась на дигіталізації гравіметричних карт
різ ного масштабу. На першому етапі було ви ко рис -
тано 159 187 аномалій Буге в регіоні України,
одер  жаних після дигіталізації гравіметричних
карт масштабу 1:200 000, та 20 844 значень Δg на
сітці 2'×2', що були отримані за даними оп ра цю -
ван ня шести альтиметричних місій TO PEX/PO -
SEI DON, ERS-1, ERS-2, GFO, ENVISAT і JASON-1
в акваторіях Чорного і Азовського морів (спос те -
ре ження тривали майже 14 років) [4].

Оскільки карти аномалій Буге покривають те -
ри торію України приблизно на 95 % (мал. 1), то
ви никла необхідність заповнення зон, для яких та -
кої інформації немає. Для вирішення цієї проб ле -
ми  використані  додаткові дані, обчислені за мо -
дел лю EGM08 до 2190-го ступеня/порядку, що
від  повідає трапеціям з роздільною здатністю
(5'×5'), а також інформацію про топографію з різ -
них джерел, яка в остаточному вигляді являла со -
бою цифрову модель місцевості SRTM-3 [15] на
сіт ці (3'×3'). 

Основною метою створення моделі аномалій

Мал. 1. Розподіл вихідних аномалій сили тяжіння:
– 159 187 аномалій Буге, отриманих за даними дигіталізації карт масштабу 1:200 000;     – 20 844 аномалії Буге, отримані

за даними альтиметрії на гріді 2'×2' [4]; – 57 151 аномалія Буге, обчислена за моделлю EGM08 до 2190&го порядку
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Буге ΔgB у першому наближенні стало бракування
ок ремих грубих даних, що спотворювали прог ноз -
ні значення аномалій на вузли гріду (2'×3') мето -
дом середньої квадратичної колокації на основі
відо мої формули Морітца [8, 13], записаної для бі -
жучої точки P:

де ΔgP
B і Δg i

B – аномалії Буге відповідно обчислені
або хаотично задані в певній кількості q точок; mgi
– середня квадратична похибка i-ї Δg i

B; CPi та Cij –
еле ментарні коваріації, які обчислюються на ос но ві
аналітичної коваріаційної функції аномалій Буге.

Застосування методу колокації при бракуванні
обумовлено відомим фактом можливості вико рис -
тан  ня його для фільтрації та згладжування вимі рів.
Пе  релічені вище дані було використано для по бу до ви
ем піричної (ЕКФ) та аналітичної (АКФ) ко ва ріа цій -
них функцій (див. мал. 2) лише на ос но ві да них ано -
малій Буге ΔgB, які пот рап ля ють у межі Ук раї ни. Всю
ін шу інформацію було взя то  як допо міжну. 

Обчислення ЕКФ виконано за стандартною ме то -
дикою в просторовій області. В результаті от ри ма но
такі її суттєві параметри: дисперсія C0=645,5 мГал2,
довжина кореляції ξ=0,68°, параметр кривини набув
ві д’єм ного значення. ЕКФ апроксимувалась спеці -
аль ною АКФ з набору потенціалів радіаль них муль -
ти полів [11]. Так було встановлено оп ти мальний сту -

пінь для АКФ (n=0), що являє собою коваріаційну
функцію взаємної відстані, яка на зи ва ється ще
відтворювальним ядром Крарупа [11, 13]. Його вибір
забезпечив найкращу апрок си ма цію ЕКФ:

де α0 – множник, який узгоджує C0(σ,ψ) з ем пі -
рич ними даними; RB – радіус сфери Б’єрхаммара;
rP і rQ – геоцентричні відстані до точок P і Q; ψ –
сфе рична відстань між радіусами rP і rQ. 

Мал. 3 ілюструє перше наближення поля ано -
ма лій Буге, побудоване на рівномірній сітці 2'×3'
за вказаними вище трьома наборами даних, фор -
му лою (4) та коваріаційною функцією, наведеною
на мал. 2. Ми розглядаємо отриманий розв’язок як
на ближений з огляду на відсутність ди гіта лі зо ва -
них аномалій сили тяжіння в регіонах Молдови,
Одесь кої області, Південного берега Криму та ок -
ре  мих східних регіонів країни. 

Застосування модельних даних EGM08 у цих
регіонах не завжди гарантує позитивний результат
через середню точність > 5 мГал моделі EGM08 та
можливі систематичні похибки в окремих місцях.
Для покращення картини з полями аномалій Буге
на рівномірній сітці 2'×3' було вирішено провести
уточнення розв’язку насамперед за рахунок вклю -
чення нових значень аномалій та бракування час -
ти ни даних.  

Відбраковування даних. На другому етапі дос -
лід ження було використано 159 052 виміри ано ма -
лій Буге в регіоні України, одержаних після бра ку -
ван  ня за критерієм 3σ результатів дигіталізації
гра  віметричних карт масштабу 1:200 000, 20 844
зна  чення Δg на сітці 2'×2', які отримані за даними
опрацювання шести альтиметричних місій TO -
PEX/POSEIDON, ERS-1, ERS-2, GFO, ENVI SAT і
JASON-1 в акваторіях Чорного і Азовського морів
[4], 55 210 обчислень аномалій Буге за моделлю
EGM08 до 2190-го порядку, що відповідає тра пе -
ціям (2'×3'). Мал. 4 демонструє додатково ви ко -
рис  тані 2 709, 1 141 та 1 465 аномалій Буге по хо дах
ні велювання в Західній Україні, на Крим сь ко му
пів острові та в Молдові й Одеській області, 576 да -
них про аномалії Буге довкола аеропорту Бо рис -
піль, 53 гравіметричні пункти 1 класу, 177 гра ві мет -
ричних пунктів 2 класу в регіоні Украї ни та 5 гра -
віметричних пунктів 2 класу в регіоні Молдови.

Перед тим як опрацювати всі дані про аномалії
Буге, було проведено узгодження аномалій, об чис -
лених за моделлю EGM08 до 2190-го порядку, й
тих, які отримано за картами масштабу 1:50 000 по
ходах нівелювання і які забезпечують стандартне
відхилення < 5 мГал, виключаючи окремі регіони
Кримського півострова. На мал. 5 відображено ос -
та точний набір вихідних даних для Криму. В ре -
зультаті кількість використаних даних   ΔgB у
порів нян ні з моделлю EGM08 зменшилася до 55
210. Ста тистики всіх перелічених наборів даних
зве де но в табл. 1.

(4)

Мал. 2. Регіональні емпірична та аналітична коваріаційні
функції аномалій Буге  ( мГал2), побудовані для території

України.
( Крапками показано ЕКФ, суцільною лінією – АКФ нульового

порядку)

(5)



ГЕОДЕЗІЯ

22 Вісник геодезії та картографії, 2011, № 1 (70)

Мал. 3. Перше наближення поля аномалій Буге на рівномірній сітці 2'×3'. 
(Ізолінії проведено через 10 мГал)

Мал. 4. Розподіл вихідних аномалій сили тяжіння: 
– 159 187 аномалій Буге, отриманих в результаті дигіталізації карт масштабу 1:200 000; – 20 844 аномалії Буге, отримані

за даними альтиметрії на гріді 2'×2'; – 55 210 аномалій Буге, обчислених за моделлю EGM08 до 2190&го порядку; 

• –  2 709, 1 141 та 1 465 аномалій Буге по ходах нівелювання в Західній Україні, на Кримському півострові, в Молдові й
Одеській області;      –  53 гравіметричні пункти 1 класу;      – 182 гравіметричних пункти 2 класу в регіонах України та Молдови
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Побудова цифрової моделі аномалій Буге в дру -
гому наближенні. Застосування процедури ви да -
лен ня-відновлення та методу середньої квад ра -
тич ної колокації. Включення нових даних про ано -
малії Буге до пе ре лі чених ви ще дозволило за мість по -

бу дови нового грі ду пос та -
ви ти задачу уточнення вже
побудованої в першому на -
бли женні моделі аномалій
Буге, використовуючи для
цьо го метод середньої квад -
ра тичної колокації та про це -
дуру видалення-віднов лен -
ня. Позначимо через ΔgB всі
за да ні аномалії Буге, через
Δg B

M – вне сок цифрової мо -
де лі ано ма лій Буге в пер шо -
му на бли женні, через δΔg –
залиш кові аномалії Буге, які
обчислюються за формулою 

Після обчислення зна -
чень δΔg аномалій Буге бу -
ло виконано коваріаційний
аналіз залишкового поля
різ ниць та знайдено відпо -

від  ні емпіричну та ана лі тичну коваріаційні фун к -
ції для подальшого ви ко рис тання в методі ко ло ка -
ції та прогнозування за лиш кових значень δΔg на
ре гулярну сітку. Далі обчислили складову Δg B

M у
точ ках регулярної сітки (це забезпечило уточ нен ня

Мал. 5. Розподіл вихідних аномалій сили тяжіння:
– аномалії Буге, отримані за картами масштабу 1:200 000; – аномалії Буге, отримані за даними альтиметрії на гріді 2'×2' [4];
– аномалії Буге, обчислені за моделлю EGM08 до 2190&го порядку;•– аномалії Буге, отримані за картами масштабу 1:50 000

уздовж  ходів нівелювання; –  гравіметричні пункти 1 класу; – гравіметричні пункти 2 класу в регіонах України та Молдови

Таблиця 1. Статистики вихідних даних наборів аномалій Буге для регіону України

(6)
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(відновлення) анома лій Буге в точках регу ляр ної
сітки)  з виразу

Визначивши залишкові аномалії Буге δΔg, було
знай дено емпіричну та аналітичну коваріаційні
фун к ції залишків δΔg,  вказаних на мал. 6.

Як і раніше, обчислення емпіричної кова ріа цій -
ної функції було виконано за стандартною мето ди -
кою у просторовій області. Отримано такі її пара -
мет  ри: дисперсія C0=9,9 мГал2, довжина кореляції
ξ =0,08°, а параметр кривини χ =7,07 набув до дат -
но го зна чен ня, на відміну від зображеного на мал.
2. Загалом і ди с персія, і довжина кореляції за лиш -
ко во го поля в ре гіо ні України майже на порядок
мен ші, ніж пара мет ри емпіричної коваріаційної
функ ції аномалій Буге.

Побудована залишкова
ЕКФ апроксимувалась аналі -
тич ною ко варіаційною функ -
цією, отри ма ною на основі по -
тенціалів ра ді альних муль ти -
по лів (див. мал. 6). У ре зуль -
таті було вста нов ле но опти -
маль ний ступінь для АКФ:
n=1, що являє собою мо ди фі -
ко ване ядро Пуассона [11] і
при якому до ся гається най -
вища точність апроксимації:

де перший член у дужках – це
ядро Пуассона, а α 1 множник,
який узгоджує C1(s,ψ ) з ем пі -
рич ни ми даними. Різниця між

C1(s,ψ ) і ядром Пуассона ви  ражається другим чле -
ном – s/L та множником 1/2. 

Основне рівняння методу середньої квадра тич -
ної колокації на другому етапі було застосовано
для прогнозування залишкових аномалій Буге, об -
чис лених за формулою (6):

або за добре відомим підходом до розв’язку разом
з оцінкою точності сигналу:

де матриці Сtt і Cst трактуються як коваріаційні
мат риці залишкових аномалій Буге з АКФ, зоб -
раженою на мал. 6; l=[δΔg1 δΔg2...δΔgq]T – вектор
(q×1) результатів вимірів; n – вектор (q×1) ви пад -
ко вих помилок результатів вимірювань [12, 13]. 

Таким чином, застосування процедури вида -
лен ня-відновлення та методу середньої квад ра -
тич  ної колокації після включення нових на бо -
рів ано ма лій Буге до перелічених у першому на -
ближенні (див. мал. 3-5) дозволило уточнити й
по будувати мо дель аномалій Буге в другому на -
ближенні. Мал. 7 ілюструє отриману нову циф -
рову модель ано ма лії Буге на рівномірній сітці
2'×3', яка у по рів нян ні з першою ітерацією
(див. мал. 3) харак те ри зується як більшою роз -
діль ною здатністю, так і ви щою точністю відоб -
раження вихідних аномалій Бу ге. Це сто су єть -
ся передусім регіонів Молдови, Одесь кої об -
ласті, а особливо регіону Кримського пів ос т ро -
ва (мал. 8).  

(7)

Мал. 6. Регіональні емпірична та аналітична коваріаційні
функції остаточних аномалій Буге δΔg, (мГал2), 

побудовані для території України. 
(Крапками показано ЕКФ, суцільною лінією – 

АКФ першого порядку)

(8)

(9)

(10)

(11)

Таблиця 2. Статистики різниць між наборами вихідних даних та моделлю

аномалій Буге для регіону України
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Мал. 7. Результат уточнення поля аномалій Буге на рівномірній сітці 2'×3'. 
(Ізолінії проведено через 10 мГал)

Мал. 8. Друге наближення поля аномалій Буге в регіоні Криму. 
(Ізолінії проведено через 10 мГал)
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Висновки. На завершення зазначимо, що для от -
римання кінцевого результату (мал. 7) було по бу до -
ва но проміжне рішення, в якому не взято до ува ги
гра  віметричні пункти мереж 1 і 2 класів, а ли ше ви ко -
рис  тано їх як контрольні точки. Стан дартне відхи -
лен ня між контрольними даними та цим проміжним
розв’язком становило ±1,7 мГал, що, мабуть, від по ві -
дає точності вихідних аномалій Буге, вказаних у на -
бо рі № 1. Використання ж ме то ду середньої квад ра -
тич ної колокації з вклю чен ням на останньому етапі
на борів даних № 8 і № 9, які мають менші, порівняно
з іншими даними, се редні квадратичні похибки, да -
ють можливість от римати значно кращі результати
уз  годження, які  по дано в табл. 2. Незважаючи на це,
ми осмі лю є мось оцінити отриманий розв’язок ано ма -
лій Буге на рівномірній сітці з середньою похибкою
1-2 мГал, яка покращується вздовж ліній ніве лю ван -
ня та пунк тів Державної гравіметричної мережі, як це
по ка зано на мал. 4 і 5 та в табл. 2.
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ВИЗНАЧЕННЯ ПРОСТОРОВОЇ ОРІЄНТАЦІЇ ОСІ ОБЕРТАННЯ ДИНАМІЧНОГО

ОБ’ЄКТА ГЕОДЕЗИЧНИМ АВТОКОЛІМАЦІЙНИМ МЕТОДОМ

УДК 528.48

Описана наиболее общая высокоточная методика измерений и вычислений по МНК пространственной ориентации
оси вращения автоколлимационным методом, в основе которого лежит возможность измерять с помощью
автоколлимационного теодолита пространственную ориентацию нормали к оптическому плоскому зеркалу, жестко
закрепленному на динамическом объекте, при разных его положениях. 

Постановка проблеми. Об’єкти матеріального
світу, які змінюють у просторі свою форму, по ло -

ження чи орієнтацію, називають динамічними. Ве -
ли ку групу динамічних об’єктів складають об’єк -
ти, що мають осі обертання. У практиці трап ля -
ють ся випадки, коли треба з високою точністю

The paper deals with the description of the most common high#precision procedure of measurements and calculations by least
squares of the attitude of the rotation axis by the autocollimation method. This method makes it possible to measure with autocol-
limation theodolite the attitude of normal to the optical flat mirror, rigidly fixed on a dynamic object, with its different positions.

* * *


