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Загальні відомості. Складовою земельного ка дас -
тру є кадастрові знімання, які виконуються для ви -
значення та відновлення меж земельних ділянок [1].
Спорудження нових об’єктів нерухомості, впоряд ку -
вання територій та інші обставини спонука ють до пе -
ре розподілу земельних ділянок. Пере важ на більшість
та ких задач у великих населених пунктах вирішуєть -
ся аналітичним способом, вклю чаючи і спрямлення
меж об’єктів. 

Виклад основного матеріалу. Межі ділянок по
можливості мають бути прямолінійними. Якщо на
місцевості межа утворює ламану лінію, то її спрям-
ляють, не змінюючи площі ділянки. Окремі спосо-
би спрямлення меж описано в працях [2, 3], але в
них розглядаються різні модифікації спрямлення
без загального і єдиного розв’язку задачі зі стро-
гим математичним обґрунтуванням. 

У даній праці пропонуються основні способи
спрямлення межі, які забезпечують незмінність
заданої площі земельної ділянки. При цьому опор-
ними служать три межі, одна з яких береться за
вісь абсцис, а дві інші можуть змінювати положен-
ня своїх кінцевих точок, але без зміни напрямів. 

Припустимо, що контур земельної ділянки за -
да но чотирма межами, координати точок яких ви -
значені електронним тахеометром або GPS-мето-
дом у традиційній геодезичній системі координат
X0Y об’єкта. При цьому три межі (1-А1, А1-An і Аn-
n) прямолінійні, а четверта (1-n) являє собою
ламану лінію з n точками, яку треба спрямити з
умовою дотримання незмінності заданої площі
ділянки. У цій системі координат визначено
дирекційні кути  α1 і αn меж А1-1 і Аn-n. 

Для спрощення викладу і кращої наочності спосо-
бу розв’язування задачі спрямлення межі обрано
умов ну систему координат xА1y: точку А1 – за поча-
ток ко ординат, лінію А1-Аn – за вісь абсцис, а лі нію,
пер пен дикулярну до неї, – за вісь ординат (мал. 1).
Ви хо дя чи з такого розташування осей умовної сис -
теми ко ор динат, дирекційний кут αх умовної осі абс-
цис буде ку том повороту нової системи ко ор динат.
Умов ні ко ор динати точок ділянки xі, yi (i =1, 2, …, n)
можна об чис лити за формулами

1. Спосіб двох довільних кінцевих точок межі.
В основу способу покладено задачу визначення
умовної ординати yM (див. мал. 1), паралельної до
осі абсцис прямої M1Mn, точки якої розташовують-
ся у створі або на продовженні поперечних осей А11 і
А1n із врахуванням додаткової площі прямокутних
трикутників M1С11 та MnСnn. Основи цих трикут-
ників дорівнюють відповідно yM - y1 та yM -yn. Тому
після визначення yM можна обчислити їх ви соти: 

де ϕ1=α1-αА1Аn
; ϕn=αn-αА1Аn

– умовні азимути попе -
речних меж ділянки. 

Площі малих трикутників визначаються за фор -
 му лами

Знак висот визначається знаками різниць орди-
нат і функцій тангенсів умовних азимутів.

Для отримання ординати yM спрямлюваної ме -
жі використаємо площі фігур, визначені за умов -
ни ми координатами ділянки, а саме:

де Fбаз – базова (нормована) площа земельної ділянки.

Разработан унифицированный аналитический метод спрямления границ земельных участков при условии неизменно-
сти их площадей. Приведены примеры спрямления границ участков, изложены рекомендации по организации и точности
координирования точек прямолинейных границ больших площадей.

Unified analytical method of land parcels straightening on conditions that their plottages are fixed has been developed. The
examples of plots boundaries straightening are given. The recommendations regarding organization and accuracy of coordination
of points of straight-line boundaries of large areas are laid down.

Мал. 1. Схема спрямлення межі ділянки

(1)

(2)

(3)

(4)
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Після зведення подібних членів зрештою отри-
маємо залежність 

для встановлення способу визначення шуканої ор -
ди нати спрямлюваної межі.

Для розв’язування цієї задачі можна викорис -
та ти два методи: прямий та ітераційний.

Прямий метод передбачає підстановку значень
ви сот згідно з виразом (2) у залежність (5), що до -
зво  ляє після незначних перетворень отримати квад -
ратне рівняння

звідки легко визначається шукана ордината: 

У методі ітерацій враховується  малість висот
трикутників, які визначаються за формулою (2).
Тоді

Спочатку за цією залежністю обчислюємо на -
бли жене значення yM, а далі за формулами (2) от -
ри муємо наближені значення висот, які потім під -
став ляємо у повну формулу (8) для одержання
уточ неного значення ординати. Зробивши декіль-
ка таких ітерацій з уточненими значеннями орди -
на ти і висот та оцінивши збіжність сусідніх зна-
чень ординат із точністю до 1 мм, виходимо з іте -
ра  ційного процесу і контролюємо площу ділянки
зі спрямленою межею за формулою (5). Умовні аб с -
 циси точок M1 і Mn визначаємо за формулами

із врахуванням знаків висот. 
Треба зауважити, що на практиці можливі чоти-

ри варіанти розташування кінцевих опорних точок
спрямлюваної межі, від чого залежить положення
лінії M1Mn (мал. 2), але всі вони враховуються ал -
го ритмічно в процесі обчислень, зокрема за ви со -
та ми h1 і hn.

Перехід від умовних координат в координати
в системі об’єкта здійснюємо за фор мулами 

Після переводу координат точок межі ділянки у
систему координат об’єкта її площу додатково кон т -
ролюємо за координатами вершин полігона.

Приклад. Ламаний контур межі подано п’ятьма
точками (мал. 3). Прямокутні координати точок

визначаємо за допомогою електронного тахеомет-
ра, їх значення наведено в табл. 1. 

Площа ділянки, яка визначена за координатами
то чок меж полігона А1 – А5 – 5 – 4 – 3 – 2 – 1 – А1,
до рівнює Fбаз=3861,07 м2. Ця ж площа підтвердже-
на обчисленнями й за допомогою умовних коорди-
нат. Крім того, обчислено необхідні допоміжні ве -
личини: 

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

Мал. 2. Варіанти розміщення кінцевих точок спрямленої
межі 

а б

в г

(10)

Мал. 3. Приклад розв’язування задачі спрямлення межі 
з п’ятьма точками 
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У прямому методі обчислень сформуємо квадрат -
не рівняння:

звідки отримуємо: yM=37,209 м. 
У методі ітерацій спочатку обчислюємо набли-

жені значення ординати і висот трикутників:

після підстановки яких у повну формулу (8) одер-
жуємо наближені значення ординати і висот:

Після п’яти ітерацій отримуємо остаточні зна-
чення шуканих величин: 

а потім і площі малих трикутників:

Як бачимо, результати обчислень різними мето-
дами збіглися, проте на практиці доцільніше кори-
стуватися квадратним рівнянням. 

Координати створних точок спрямленої межі
М1 і М5 будуть:

умовні – 

базові –

Загальна площа ділянки, обчислена за формулою
(5), буде:

Після отримання координат основ-
них М1 і Мn та проміжних М2, М3 i М4
то чок спрямленої межі площу нового
по лігона обчислюємо за формулою (5)
з ви користанням умовних координат:

та контролюємо її за приведеними координатами
базових точок, наведених у табл. 2.

Описаний спосіб спрямлення меж забезпечено
ал  горитмічними формулами, придатними для
скла  дання комп’ютерних програм у системі коор -
ди нат X0Y об’єкта (місто, село, промислове під п -
ри  ємство) з блоком переходу до умовної системи
координат.

2. Спосіб двох точок з еквівалентною площею
базового прямокутника застосовується в тому ви -
падку, коли поперечні межі ділянки перпендику-
лярні до осі абсцис умовної системи координат, а малі
трикутники, як це було в попередньому способі, ви -
род жуються у пряму лінію. Зрозуміло, що ці висо-
ти трикутників дорівнюють нулеві, абсциса xAn

=xn,
а базову площу ділянки необхідно трансформува-
ти у площу прямокутника (мал. 4) за формулою 

де F1, Fn – площі трикутників, які примикають до ор -
динат y1 та yn; yC – ордината паралелі C1

0Cn
0 спрям ле -

ної межі ділянки прямокутної форми (тут yC ≥ yM). 
Площу вказаного прямокутника з одною лама-

ною межею з n точок доцільніше визначати через су -
му площ елементарних трапецій. Тому, ввівши по зна -
чення xi-xi-1=li та звівши подібні члени, запишемо:

де L=[l]=xn-x1 – сумарна довжина основи трапецій.
Позначивши

та звівши подібні члени, із порівнян-
ня формул (11) і (12) остаточно от -
ри муємо: 

Таблиця 1. Координати точок ділянки до спрямлення межі

Таблиця 2. Координати поворотних точок 

після спрямлення межі

(11)

(12)

(13)

(14)



ГЕОДЕЗІЯ

20 Вісник геодезії та картографії, 2013, № 5 (86)

Отже, ордината спрямленої межі ділянки пря -
мо кутної (квадратної) форми визначається як су -
ма добутків ординат точок межі на їх приведені ва -
ги, а площа прямокутника зі спрямленою межею –
за формулою (11).

Таким чином, визначена лінія C1
0Cn

0 забезпечує
не змін ність площі земельної ділянки зі спрямленою
ме жею, яка задається полігоном A1-An-Cn

0-C1
0-A1 пря-

мокутної або квад ратної форми. 
Редукції точок межі на пряму C1

0Cn
0 обчислюємо

за фор мулою ri=yC-yi. Контроль обчислень здій-
снюється за сумою [pr]=0. 

Для закріплення спрямленої межі можна вине-
сти на місцевість точки C1

0 і Cn
0, умовні координати

яких обчислено за формулами 

тобто точки C1
0 і Cn

0 розташовуються на ординатах
точок 1 і n або на їх продовженнях, що є гарантією
забезпечення балансу площ. Очевидно, що ордина-
ти проміжних точок спрямленої межі дорівнюють
yC (i = 1, 2, …, n),  а абсциси xi залишаються незмін-
ними. 

3. Спосіб непаралельної спрямленої межі з мі -
ні мізацією відхилень точок (мал. 4, б), передбачає
поворот спрямленої межі прямої C1

0Cn
0 на деякий

кут ε для формування  межі C1Cn, який визнача-
ється з рівнянь поправок 

Позначивши yi-yC=ai, отримаємо n робочих рів-
нянь поправок для кожної з точок межі з одним
невідомим: 

Згідно з теорією математичного опрацювання
гео дезичних вимірювань такі рівняння розв’я -
зують методом найменших квадратів за умовою
[рδδ]=min, складаючи нормальні рівняння залеж-
но від кількості шуканих невідомих. У даному ви -
пад ку отримуємо одне рівняння: [pxx]tgε-[pax]=0,
звідки виходить, що  

Знак кута вказує напрям відхилення прямої
C1Cn від осі абсцис: якщо плюс, то праворуч, а як -
що мінус – ліворуч. Умовні координати точок C1 і
Cn, зокрема ординати і зміщення проміжних точок
прямої C1Cn, обчислюємо за формулами

Остання формула є контрольною, оскільки ви -
зна чає правильність обчислень то чок межі від пря-
мої як її спрямленої лінії. Пе ре ведення умовних
ко ординат точок лінії C1Cn у сис тему координат
XOY об’єкта здійснюємо за формулами (10), а ско -
ре гованої площі ділянки – методом полігона з ви -
ко ристанням координат точок C1 і Cn.

Хоча описаний спосіб забезпечує отримання
мі німальних зміщень точок межі, він, на наш пог -
ляд, не матиме широкого застосування на практиці.
За те ймовірніше застосування способів з до віль ним
орієнтуванням спрямленої межі, наприклад, з одна-
ковим наближенням її кінцевих точок до точок 1 і
n або щоби пряма проходила через будь-яку про-
міжну точку цієї межі, але при цьому сума зміщень
точок межі відносно прямої буде перевищувати мі -
німальні значення. Тому проблема вибору рішення
залишається за проектантом. 

На великих ділянках відстань між межовими
знаками може перевищувати 100 м, і візуальна оцін ка
прямолінійності межі може сягнути 3-5 см, що впли -
ватиме на точність визначення площі. Тому для під -
вищення точності вимірювань на протяжних прямо -
лінійних межах, крім основних точок, необхідно
ко ординувати і проміжні точки (мал. 5).

Мал. 4. Способи спрямлення межі: 
а – еквівалентної заміни площ;  б – мінімізації відхилень точок 

а б

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

Мал. 5. Варіанти розташування межових допоміжних точок:
а, б, в, г, ґ – розміщення 1, 2, 3, 4  і 6-ти точок

а б

г ґ

в

Залежно від кількості проміжних точок похиб-
ку визначення площі прямокутних і квадратних
ділянок можна розрахувати відповідно за такими
наближеними формулами:



21Вісник геодезії та картографії, 2013, № 5 (86)

ГЕОДЕЗІЯ

де а, b – довжини сторін ділянки: mT – середня квад -
ра тична похибка визначення положення межового
знака; N, n – кількість основних і проміжних точок
меж ділянки прямокутної та квадратної форм.

Значення множників К1 і К2 наведено в табл. 3.

Якщо, наприклад, на довших межах прямокут-
ної ділянки (мал. 5, б) взяти по одній допоміжній
точці, то для площі розміром 160 ×180 м при по хиб -
ці mT =0,05 м абсолютна та відносна похибки пло -
щі відповідно будуть:

Для аналогічної квадратної ділянки розміром
113 ×113 м ці похибки відповідно будуть:

які свідчать про те, що найвища точність визначення
площі досягається на квадратних ділянках.

Висновки. 1. Серед трьох розроблених способів
спрям лення меж земельних ділянок основним є
перший, який можна взяти базовим для складання
комп’ютерної програми, а інші – похідні від нього.

2. При спрямленні довгих меж для точного ви -
значення площі ділянок необхідно координувати
до поміжні (створні) точки. 
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Таблиця 3. Множники К для визначення похибок 
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ШЛЯХИ ВИРІШЕННЯ ЗАДАЧІ ОЦІНЮВАННЯ ДЕФОРМАЦІЙ ЗЕМНОЇ ПОВЕРХНІ

ЗА ГЕОДЕЗИЧНИМИ ДАНИМИ

УДК 528.2/3+551.24

Обоснованы подходы к решению задачи оценки деформаций земной поверхности по геодезическим данным на основе тео-
рии отображения поверхностей. Выполнена систематизация решений в типичных геодезических координатных системах с уче-
том перспектив использования конечных результатов для интерпретации геодинамических явлений. Сформулирован алгоритм
решения задачи.

Постановка проблеми та її зв'язок з важливи-
ми науковими і практичними завданнями. Ак тив -
ний розвиток і широке запровадження сучасних
технологій для координування фізичної поверхні
Землі стимулювали потужний рух у напрямі вирі-
шення багатьох задач сучасної геодинаміки.

Геодезичні методи моніторингу геодинамічних
про цесів у частині накопичення даних повторних
спо стережень забезпечують нині достатньо високу
точність реєстрації багатьох показників рухів земної
поверхні. Наявні дані та їх інтерпретація для ви -
рішення наукових і прикладних проблем, по в’я заних
з геодинамікою, є предметом досліджень не лише ок -

ре мих науковців та цілих колективів, во ни стали ос -
новою не однієї міжнародної та вітчиз ня ної програ-
ми. Разом з тим теоретичні ос нови опра цю вання да -
них і наступного аналізу одер жаних ре  зультатів зали-
шаються практично не змінними впро довж десяти-
літь. Це значно обмежує потенцій ні ін фор мативні
мож ливості накопи че них геодезичних даних, звужує
сферу практичного застосування ре зультатів спосте-
режень для ін тер претації геодинамічних явищ.

Аналіз досліджень та невирішені частини за -
гальної проблеми. Традиційно теоретичною основою
відстеження явищ деформації земної поверхні за гео-
дезичними даними є математична теорія пруж ності
[3], а технічним апаратом її реалізації – метод скін чен -
них елементів. Застосування методу для вирішення

The approaches and ways of solving the problem of evaluation of the earth surface deformations by geodetic data based on
the theory of reflection of surfaces have been grounded. Classification of solutions in typical geodetic frames with allowances
made for the perspectives of the use of the final results for the interpretations of geodynamic phenomena are done. The algorithm
for solving the problem is formulated.
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