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Постановка проблеми. Питання обчислення
простої арифметичної середньої та особливостей
відхилень від неї результатів вимірювань описане
в багатьох підручниках і навчальних посібниках
[2, 3, 5-7, 10, 12 та ін.]. 

У джерелі [8], крім простої та загальної ариф-
метичної середніх, наводяться ще такі їх різнови-
ди: геометрична x–g і гармонічна x–h, які обчислюють
за формулами

Але, які властивості мають ці середні та їх від -
хи лення, автор не наводить.

У праці [4] вказується, що, крім цих, є також ін -
ші середні, а саме квадратична xs і степенева xck:

Аналіз досліджень та публікацій, які стосуються
вирішення цієї проблеми. М. Г. Відуєв і Г. С. Кондра
в книзі [4] присвятили середнім цілий параграф.
Дуже ретельно проаналізовано середні та описано
різницю між тими середніми, які використовуються в
статистиці й геодезії. Крім формул середніх (1-4),
наведено цікаву нерівність

де x–a – проста арифметична середина.
При цьому, що важливо, наводиться приклад

ви  користання гармонічної середньої в електротех-
ніці (фізиці).

У джерелі [9] розглядаються формули нерівностей

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

Known averages and their deviations determined according to results of equally accurate measurements of one value were
analyzed. Classification of these averages into three groups as well as finding of inequalities and relations between them were
described.
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середніх (5). Більше ніяких відомостей про серед-
ні з рівноточних вимірів нема.

Е. Беккенбах та Р. Беллман у праці [1] зазнача -
ють: "…нерівність між арифметичними та геомет-
ричними середніми – лише одна з ланок у ланцю-
гу аналогічних нерівностей…". Але самі нерівності
не вказуються.

Г. Г. Харді, Дж. Е. Літтльвуд і Г. Поліа у [13] вка-
зують, що з урахуванням перестановок  "середні типу

Σα = Σα1, α2, …, αn = можна назвати 

симетричними середніми". Крім того, зазначаєть-
ся, що ці середні не порівнюються між собою, за
винятком деяких умов. Але практичних прикладів
не наведено.

Невирішені частини загальної проблеми. При -
скіп ливий читач може заявити, що різниці між на -
веденими вище середніми незначні. Так, це правда.
Але дослідження результатів вимірювань – важли-
ва і цікава задача як із теоретичної, так і з прак-
тичної точки зору. Тому в основу цієї статті лягли
міркування відомих вчених М. Г. Відуєва і Г. С. Кон д -
ри: "У теорії похибок вимірів істотне місце має бу ти
відведено і визначальним властивостями середніх,
особливо при вивченні умов вимірювань" [4].

У даній статті умови вимірювань не роз гля -
да ються, а досліджуються тільки деякі середні,
їх влас тивості та відповідні відхилення від
результатів вимірів.

Постановка задачі (мета статті): ви ко рис -
то ву ю чи аналітичний метод досліджень, ви -
зна чити, які властивості мають перелічені ви -
ще середні та їхні відхилення під час оброблен -
ня результатів рівноточних вимірювань у по -
рівнянні з простою арифметичною серединою, а
також перевірити одержані результати практич-
ними (експериментальними) розрахунками.

Виклад основного матеріалу. Визначаємо СКП
досліджуваних середніх. Формула СКП будь-якої
середньої загалом виглядає так: 

де x– – відповідна середня; mx – СКП результатів
вимірювань, яка обчислюється для кожної серед-
ньої за формулою Бесселя:

При цьому до відповідних букв будуть додава-
тись індекси, які позначатимуть середні, їхні СКП
і відхилення.

Відхилення v результатів вимірювань від відпо-
відних середніх x– будемо обчислювати за форму-
лою v=xi - x– . Також обчислимо нормовані відхи-
лення t і t– з використанням СКП одного виміру mx
і відповідних середніх mx– за формулами t=v/mx;
t–=v/mx–. 

Квадрати нормованих відхилень результатів
вимірів від відповідної середньої з використанням
СКП одного виміру і відповідних середніх дорів-
нюватимуть:

Гармонічну середню обчислюємо за формулою
(2). Часткові похідні становитимуть:

Чисельник і знаменник формули (8) помножи-
мо на n, тоді СКП гармонічної середньої дорівню-
ватиме:

Проведемо деякі обчислення. Їх результати
занесено до табл. 1. Для скорочення записів та
обчислень ранжирувані значення довжин у ній
наведено без десятків і сотень метрів.

При цьому: mxh
=7,905841 мм, mx–h

=3,535994 мм.
До речі, гармонічна середня (2) є основою для

ряду гармонічно степеневих середніх, подібно як
на основі простої арифметичної середини визна-
чаються квадратична та степенева середні. Тільки
у степеневих середніх на основі простої арифме-
тичної середини показник степеня береться зі зна-
ком плюс, а гармонічно степеневих середніх – зі
знаком мінус. 

Результати обчислення гармонічно степеневих
середніх наведено далі у табл. 7.

Геометричну середню обчислюємо за форму-
лою (1). Визначаємо СКП цього виду середньої.
Значення часткових похідних будуть такими:

Помножимо і поділимо часткові похідні послі-
довно на x1, x2, …, xn:

(6)

(7)

Таблиця 1. Результати обчислення гармонічної середньої 
та похибок

(8)
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Враховуючи загальну формулу обчислення
СКП будь-якої середньої (6), формулу обчислення
геометричної середньої (1) і часткові похідні (9),
отримаємо таку формулу для обчислення СКП
геометричної середньої:

Виконаємо ще деякі обчислення. Результати
зве демо в табл. 2. 

При цьому: mxg
=7,905731 мм, mx–g

= 3,535682 мм,
Lx–g

=317,143.
Після перетворень (10) СКП геометричної

середньої можна обчислити і за такою формулою:

Значення похибки, отримане за формулою (11),
буде: mx–g

= 3,535419 мм. За цією формулою можна
контролювати обчислення СКП геометричної се -
ред ньої. Формула (11) має добрий збіг з (10), як -
що різниці між результатами вимірів хі незначні.

Для обчислення СКП функції геометричної се -
редньої (1) при великих значеннях результатів ви -
мірів і значної кількості вимірів зручніше викори-
стовувати логарифмічну форму, наведену в [12].
Оскільки виміри рівноточні, то в загальному виг-
ляді для даного випадку її можна записати як:

де Lx–g
і Lxi

– зміни значень логарифмів геометрич-
ної середньої і результатів вимірів.

Зміни логарифмів обчислюємо за формулою

де М=0,43429448 – модуль переходу від натуральних

до десяткових логарифмів; k – показник степеня,
що передає, в яких знаках логарифма обчислюють -
ся зміни.

Для даних у табл. 2 приймемо, що зміна зна-
чень результатів вимірів і геометричної середньої
дорівнюють 1 мм, а k=6.

Визначивши зміни логарифмів за виразом (13)
(табл. 2, графа 10), обчислимо СКП за формулою
(12). У результаті отримаємо те саме значення, що
і за виразом (10).

Виконаємо перетворення формули (12). Вине се -
мо з-під кореня чисельник виразу (13) і отримаємо:

Тепер вираз (14) можна скоротити на величину
M·10k, одержавши таку формулу:

Отже, за формулою (15) отримає-
мо те саме значення, що і за формула-
ми (10 і 12).

Квадратичну середню обчислює-
мо за виразом (3). Часткові похідні ма -
ти муть вигляд:

Підставивши часткові похідні (16) у формулу
(6) та виконавши деякі пе ретворення, матимемо
такі формули для обчислення СКП квадратичної
середньої:

Звісно, друга формула (18) простіша, і нею треба
користуватись. Вона збігається з формулою обчис-
лення СКП простої арифметичної середньої. Фор -
мула (17) цікава тим, що, як і у формулах (10, 11 і 15),
тут беруть участь (або присутні) відповідні середні. 

Результати обчислень зведено у табл. 3.

При цьому mxs
=7,905731 мм, mx–s

= 3,535550 мм.

(10)

(11)

(9)

Таблиця 2. Результати обчислення геометричної середньої 
та похибок

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

Таблиця 3. Результати обчислення квадратичної
середньої та похибок
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Степеневу середню визначаємо з формули (4).
Для прикладу приймемо, що показник степеня до рів -
нює чотирьом: k=4. Тоді ви хід на
формула ма ти ме такий вигляд:

Часткові похідні дорів-
нюватимуть:

Тоді СКП степеневої середньої становитиме:

Результати обчислень відображено у табл. 4.

При цьому mxc4
=7,906025 мм, mx–c4

=3,536076 мм.
Поняття простої арифметичної середньої доб -

 ре відоме всім читачам, але вважаємо за не об хід не
подати формули і результати обчислень для зруч-
ності подальшого порівняння результатів до с лід -
жень. Формула для обчислення: 

Середня квадратична похибка одного виміру об -
чис люється за формулою Бесселя (7), а СКП простої
арифметичної середньої з виразу

Результати обчислень наведено у табл. 5.

При цьому mxa
=7,905694 мм, mx–a

=3,535534 мм.

Для зручності порівняння отриманих результа-
тів (див. табл. 1-5) зведемо їх в одну табл. 6.

Аналізуючи за табл. 6 одержані результати об -
чис лень середніх та їх показників і беручи за ета-
лон обчислення простої арифметичної середньої,
можна виявити такі закономірності:  

1) сума відхилень результатів вимірювань від
відповідних середніх становитиме: Σv=-n(x–-x–a);

2) різниця сум квадратів відхилень результатів ви -
мі  рювань від відповідної середньої та простої ариф ме -
 тичної середньої дорівнюватиме: Σv2-Σv2

a=-n(x–-x–a)2;
3) сума нормованих відхилень результатів ви мі -

рю вань від відповідної середньої з використанням
СКП одного виміру й СКП самої середньої будуть:

Коли відхилення результатів вимірювань від
простої арифметичної середньої використовують-
ся для обчислення нормованих відхилень, то сума
їх квадратів дорівнює кількості надлишкових ви -
мі рів. Це підтверджують значення всіх відповід-
них середніх (табл. 6, графа 9). Тобто сума квадра-
тів нормованих відхилень результатів вимірів од
відповідної середньої з використанням СКП одно-
го виміру буде такою:

Якщо для обчислення нормованих відхилень ви -
ко ристовувати СКП самих середніх, то сума квад-
ратів нормованих відхилень від простої арифме-
тичної середньої дорівнюватиме:

Сума квадратів нормованих відхилень в інших
середніх відрізнятиметься від значення n(n – 1) на
різну, але невелику величину (табл. 6, графа 11).

Контролювати суми квадратів нормованих від-
хилень можна за такими формулами:

або

де К, що дорівнює mx/mx– – коефіцієнт відношення
СКП середньої до відповідної СКП одного виміру.

Таблиця 4. Результати обчислення степеневої 
середньої та похибок

Таблиця 5. Результати обчислення простої 
арифметичної середньої та похибок

Таблиця 6. Зведені результати обчислень середніх та їх показників

(19)

(20)

(21)

(22)
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Усі ці закономірності підкреслюють переваги
передусім простої арифметичної середньої перед
іншими.

Значення від по  від них середніх (табл. 6, графа
2) під тверджу ють не рівність (5), але до цих даних
до да єть ся степенева се редня. З урахуванням ос тан -
ньої не рів ність виг ля датиме так:

Відмітимо, що в результаті великої кількості
додаткових розрахунків значень гармонічної, гео-
метричної, простої арифметичної, квадратичної та
степеневої середніх при інших вихідних даних
спо стерігається відхилення в показниках цих се -
редніх залежно від різниці між максимальними і
мінімальними значеннями вихідних даних, їх кіль-
кості та величини.

Якщо брати абсолютне значення Σv, то сума
відхилень результатів вимірів від простої арифме-
тичної середньої є найкращою, оскільки дорівнює
нулю (табл. 6, графа 4). Значення Σv відповідних
середніх з урахуванням знаків утворюють нерів-
ність, протилежну нерівності (23):

Значення СКП вимірів відповідних середніх
(табл. 6, графа 6) утворюють таку нерівність:

Значення СКП самих середніх (табл. 6, графа 7)
утворюють аналогічну нерівність:

Порівнюючи отримані нерівності, можна вия-
вити, що найкращою є проста арифметична серед-
ня, але різниці між середніми та іншими показни-
ками невеликі, навіть, можна сказати, незначні.

Якщо не враховувати простоту обчислень, то
інші значення теж годяться для подальшого вико-
ристання, хоча отримані результати досліджувались
насамперед у теоретичному аспекті, але й практичне
значення не виключа-
лося.

Проаналізувавши
всі наведені формули
обчислення се редніх
при рівноточних ви -
мі рюваннях, ми виді-
лили три гру пи фор-
мул. До першої відно-
симо формули, в яких при обчисленні се ред ніх зна-
чення результатів вимірювань приймаються у додат-
ному степені. Найкраща тут формула простої ари ф -
метичної середньої. У цю групу входять та кож квад-
ратична середня і всі степеневі. 

Загальна формула для цієї групи відповідає ви -
разу (4). Якщо k=1, то це буде формула простої
ари фметичної середньої, якщо k=2, – степеневої
квадратичної, якщо k=3, – степеневої кубічної, як що
k=4, – степеневої біквадратичної середньої і т. д.

До другої групи можна віднести формули, в

яких при обчисленні середніх результати вимірю-
вань подаються у від’ємному степені. Перевагу се -
ред них варто віддати формулі (2). Їй можна при-
своїти назву проста гармонічна середня (k=1), а
подальші – це гармонічно-квадратична (k=2), гар-
монічно-кубічна (k=3), гармонічно-біквадратична
(k=4) середні тощо.

До третьої групи слід віднести формули, в яких
значення результатів вимірювань перемножуються.
Найкращою тут вважаємо формулу (1) під наз вою
проста геометрична середня (k=1), а на ступні – гео-
метрична квадратична (k=2), геометрична кубічна
(k=3), геометрична біквадратична (k=4) і т. д.

Проведений аналіз формул усіх трьох груп
показав, що середні кожної групи поширюються од -
наково, і якщо показник степеня більший за оди -
ницю, і якщо він менший одиниці. Загалом формули
для обчислення середніх будуть такі:

• група простої арифметичної середньої:

• група простої гармонічної середньої:

• група простої геометричної середньої:

Після деяких перетворень виразу (25) одержи-
мо формулу (1).

У табл. 7 занесено результати обчислень степе-
невих середніх усіх трьох груп для випадків, коли
показник степеня менший і більший за одиницю.
При цьому показник степеня k для простих ариф-
метичної і геометричної середніх береться зі зна-
ком плюс, а для простої гармонічної – зі знаком
мінус.

Для наочності даних, наведених у табл. 7, побу-
дуємо графіки залежностей середніх усіх трьох
груп від показника степеня (див. малюнок).

Значення середніх групи простої арифметичної
середньої при k>1 зростають по відношенню до  зна-
чень простої арифметичної середньої, і навпаки,
зменшуються, коли k<1. Це виражається нерівністю:

У середніх групи простої гармонічної середньої

(23)

Таблиця 7. Значення степеневих середніх для груп простої арифметичної, 
простої гармонічної і простої геометричної середніх

(24)

(25)

(26)
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за лежність значень від k відносно значення простої
гармонічної середньої протилежне залежності (26)
значень групи простої арифметичної середньої:

У групи простої геометричної середньої згідно з
формулами (1 або 25) незалежно від k значення
середніх зберігаються однаковими:

І при цьому при збільшенні значення k нерівно-
сті (26 і 27) та рівність (28) будуть витримуватись.
Але якщо показник степеня буде наближатись до
нуля, то розбіжності між значеннями цих середніх
будуть зменшуватись, а якщо наближатиметься до
нескінченності, то вони збільшуватимуться.

Між простою арифметичною, простою геомет-
ричною і простою гармонічною середніми при k=1
виявлено цікавий взаємозв’язок:

Розбіжності між лівою і правою частинами рів-
няння (29) тим менші, чим менша різниця між макси -
мальним і мінімальним значеннями результатів вимі-
рювань. Для нашого прикладу (табл. 6) значення про-
стої арифметичної середньої, обчислене за виразом
(29), становить: x–a=1,160000001. Таким чином, за
цією формулою можна обчислювати і контролювати
визначення простих арифметичної, геометричної та
гармонічної середніх. Але взаємозв’язок (29) не роз-
повсюджується на відповідні степеневі середні усіх
трьох груп при значенні k, відмінному від одиниці.

Виявлено і таку цікаву залежність: якщо різни-
ці між значеннями вимірів незначні, то значення
простої геометричної середньої знаходиться при-
близно посередині між значеннями простих ариф-
метичної та гармонічної середніх, тобто

Враховуючи вирази (29) і (30), можна записати
таку приблизну рівність:

Ліва частина даної формули завжди буде біль-
ша за праву, за винятком, коли x–h=x–a. Це підтверд-
жується існуючою нерівністю між арифметичною і
геометричною середніми [1]:

де x1, x2, ..., xn – будь-які додатні числа.
Треба відзначити, що при x1 = x2 = ... = xn нерів-

ність (32) набуває рівності.
Для перевірки формул (29-31) було виконано

додаткові обчислення значень середніх при інших
вихідних даних. У результаті встановлено, що
коли розбіжність між максимальними і мінімаль-
ними вимірами до 0,1, то нерівності у наведених
формулах не перевищують 0,001, а коли ця різни-
ця наближається до 1, то вони не перевищують
0,01. Але збіжність результатів обчислень за фор-
мулою (31) гірша, ніж за формулами (29) і (30).
Збільшення кількості вимірювань та величин їх
значень покращують цю збіжність.

І, наостанок, про застосування середніх усіх
трьох груп. Найчастіше використовується проста
арифметична середня. Вираз у дужках формули
(24) застосовується для обчислень за емпірични-
ми формулами, які в свою чергу необхідні для
обчислення ексцесу і показника асиметрії. Фак тично
добре відома формула Ґаусса для обчислення СКП
вимірів за істинними похибками є квадратична се -
ред ня, а дисперсія – це квадратична середня в квад-
раті. Також можна провести аналогію з нерівноточни-
ми вимірами, наприклад, формула об числення СКП
одиниці ваги за істинними похибками.

Інші дві групи середніх на сьогодні в геодезич-
них дослідженнях практично не застосовуються. Але,
згідно з [1], у математиці функцію арифметико-гео-
метричної середньої дослідив ще Ґаусс, і ця функція
грає важливу роль у теорії еліптичних функцій.

Висновки та пропозиції. 1. Одержані результа-
ти по досліджених середніх дають можливість кла-
сифікувати їх на три групи: проста арифметична,
проста гармонічна і проста геометрична. Перше
місце відводимо простій арифметичній середній.

2. Встановлено нерівність між значеннями се -
редніх у групах простих арифметичної (26) та гар -
мо нічної (27) середніх і рівність у групі простої
гео метричної середньої (28).

3. Для всіх середніх сума квадратів нормованих
відхилень дорівнює кількості надлишкових вимі-
рів, коли використовуються середні квадратичні
похибки одного виміру (19). Якщо використову-
ється СКП самих середніх, то сума квадратів таких
нормованих відхилень при використанні простої
арифметичної середньої дорівнює добутку кілько-
сті вимірювань на кількість надлишкових вимірів
(20). При використанні інших середніх суму квад-
ратів нормованих відхилень можна визначати і
контролювати за формулами (21) або (22).

4. Встановлено взаємозв’язок між простими
ариф метичною, гармонічною та геометричною се -
редніми (29-31).

Графіки залежностей середніх усіх трьох груп 
від значення степеня

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)
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5. Наразі всі середні мають однакове застосу-
вання. Деякі мають тільки теоретичне значення.
Але будемо пам’ятати, що теорія завжди передує
прак тиці. Враховуючи безмежність результатів ви -
мірювань та взаємодію чисел між собою, припус-
каємо, що не всі середні розглянуто в цій статті і не
всі середні ще визначені, тому й переконані: по -
даль ші дослідження у даному напрямі реальні. Ав -
тори будуть раді, якщо у розвиток цієї статті ін ші
науковці опублікують матеріали про нові середні,
визначені за результатами рівноточних вимірю-
вань однієї величини.

Перспектива подальших досліджень полягає у
визначенні та аналізі середніх за результатами
нерівноточних вимірювань однієї величини, а
також їхніх властивостей.
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