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Вступ. Як відомо, вихідними даними для вста-
новлення висотного положення точок фізичної по -
верхні Землі є результати геометричного, гідроста -
тич ного й океанографічного нівелювання та ви мі -
рю вання прискорення вільного падіння. За ци ми
даними визначають висоти пунктів у певній систе-
мі висот та їх зміни з плином часу. Таке висотне
по ложення точок у полі прискорення вільного па -
діння однозначно виражається геопотенціальним
числом W0-WP= ∫gdh або роботою, необхідною для
того, щоб перемістити одиничну масу з відлікової
рівневої поверхні W=W0 на рівневу поверхню
W=WP точки Р. Знаючи геопотенціальне число,
мож на перейти до будь-якої системи висот. До ре -
чі, геопотенціальне число безпосередньо не визна-
чають, а виводять його з виміряних перевищень dh
і значень прискорення вільного падіння g [11].

Отримані при геометричному нівелюванні пе -
ре вищення залежать від траси нівелювання. Врів -
но важення нівелірних мереж виконують з викори-
станням різниць нормальних висот або геопотен-
ціальних чисел. Наведемо деякі дані про врівнова-
ження Об’єднаної Європейської нівелірної мережі
UELN (United European Levelling Network). Її
основу складає мережа UELN-73, врівноважена у
1981 році. Вона об’єднує нівелірні мережі 14-ти єв ро -
пейських держав і включає 768 пунктів та 76 рів не во -
мірних станцій. Загальна протяжність ліній ніве-
лювання – 90 552 км. Вихідним пунктом мережі є
Амстердамський футшток [8].

Урівноваженням 1981 р. не було охоплено ніве-
лірні мережі скандинавських країн (Норвеґія, Шве -
ція, Фінляндія), оскільки земна кора тут помітно пі -
діймається. Нівелірні мережі решти 11-ти країн врів-
новажено параметричним способом. У результаті от -
ри мано геопотенціальні числа 471-го репера зі стан-
дартними похибками від 0,004 до 0,047 кГал⋅м.

Після цього мережа UELN неодноразово врів-
новажувалась з включенням нівелірних мереж
кра їн Скандинавського півострова і Східної Єв ро -
пи. Унаслідок створено Європейську вертикальну
референцну систему – EVRS (European Vertical
Reference System) в реалізації EVRF-2000 віднос-

но Амстердамського футштока. Для переходу від
Амстердамської до Балтійської системи висот
1977 р. рекомендують використовувати таке спів -
від ношення:

В Україні використовується саме Балтійська
система висот 1977 р. (вихідний пункт – Крон ш -
тадт). Вся високоточна нівелірна мережа країни, а це
11 975 км ліній нівелювання І класу та 11 800 км ІІ
кла су, спирається на один вихідний пункт, не має
зовнішнього контролю та врівноважена як вільна
система [5]. При інтегруванні країни в світову та
європейську економічні системи необхідно врахо-
вувати рекомендації Європейської підкомісії Між -
народної асоціації геодезії (EUREF), а саме:

- розвинути головну висотну основу з урахуван -
ням проектів EUVN (European United Vertical
Network – Європейська об’єднана вертикальна ме -
режа) та EVRS (Європейська вертикальна рефе-
ренцна система);

- ув’язати Державну нівелірну мережу країни з
нівелірними мережами сусідніх європейських кра -
їн у рамках виконання проекту UELN (Євро пей -
ська нівелірна мережа). 

Аналіз досліджень і публікацій, що стосують-
ся даної проблеми. Питання про необхідну частоту
гравіметричних пунктів уздовж ліній нівелюван ня
добре висвітлене в геодезичній літературі. Спіль -
ним для авторів усіх праць є розуміння необхідно-
сті поділу районів проведення нівелірних робіт на
рівнинні, горбисті та гірські в залежності від
середнього ухилу земної поверхні, оскільки вимо-
ги до частоти розташування гравіметричних пунк-
тів будуть значно вищими в районах зі складними
рельєфом та геологічною будовою. Про це писали
Л. П. Пеллінен, Г. Д. Сафонов, J. Bokun, C. Ber nat z ki,
М. І. Юркіна, Е. І. Кроткова [9,10,12,14,15]. Уза галь -
нили проведені раніше дослідження В.Ф. Єре ме єв та
М. І. Юркіна у монографії [4].

Однак сьогодні у зв’язку з появою приладів з до -
 сить високими  точнісними характеристиками по -
ста ло питання про оцінювання гравіметричного
за  безпечення високоточного нівелювання в ході
геодезичних та гравіметричних робіт. 

На основании анализа публикаций разных авторов, инструктивных материалов, а также предыдущих авторских
исследований гравиметрического обеспечения проведения высокоточного нивелирования в современных условиях
поставлен вопрос об оптимальной частоте размещения гравиметрических пунктов вдоль линий высокоточного нивели-
рования.

Based on the analysis of publications by different authors, guidelines and author's previous researches in gravimetric sup-
port of high-precision leveling under current conditions the question regarding density of gravimetric points along the line of
high-precision leveling is discussed.



Виклад основного матеріалу. Для обчислення
нормальних висот точок фізичної поверхні Землі
використовують формули В. В. Броваря [1,2]:

де W0-WA – геопотенціальне число;  γm – інтеграль-
не середнє значення нормального прискорення
віль ного падіння;  γ0 – нормальне значення при -
ско рення вільного падіння на рівневому еліпсоїді;
 ∂γ/∂H – нормальне значення вертикального граді-
єнта прискорення вільного падіння; β, β1 – пара-
метри нормальної формули прискорення вільного
падіння; α – полярне стиснення;  γp, γe – значення
прискорення вільного падіння на поверхні нор-
мальної Землі відповідно на полюсі та екваторі.

На практиці, як правило, обчислюють різниці нор -
 мальних висот між реперами нівелірного ходу, мето-
дику визначення яких розробив В. Ф. Єре ме єв [3].
Елементарну різницю ∂Hγ нормальних ви сот мож -
на знайти на основі диференціювання виразу (1):

Виконаємо перетворення першого члена правої
частини виразу (2):

а для нормального значення прискорення вільного
падіння γ запишемо:

Тоді

Елементарну різницю нормальних висот запи -
су ють у вигляді:

Останній член виразу (3) не перевищує 0,004 мм
навіть при H=10 км і (g–γ)=500 мГал. Тому

Отже, різницю нормальних висот між віддалени-
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ми точками (реперами високоточного нівелювання)
можна отримати після інтегрування формули (4):

Другий член правої частини виразу (5) враховує
нахил рівневих поверхонь нормального поля до
поверхні еліпсоїда, а третій – незбігання рівневих по -
верхонь реального і нормального полів. Суму пер ших
двох членів називають наближеною висотою, для
якої достатньо виконати геометричне нівелювання і
врахувати непаралельність нормальних рівневих
поверхонь. Для того щоб перейти від виміряних пе -
ревищень до різниць нормальних висот, необ хід но
знати гравіметричні аномалії у вільному по вітрі в
кожній точці нівелірного ходу. Високоточне нівелю-
вання виконують на трасах з малими ухилами, для
яких перевищення dh є невеликими і гравіметричні
аномалії можна приймати як середні на деякому
інтервалі лінії нівелювання. Частота роз мі щення гра-
віметричних пунктів уздовж лінії ні велювання зале-
жатиме від величини гравітаційного поля, величини
перевищення і, очевидно, від точності нівелювання.

Точність обчислення третього члена правої час -
тини виразу (5) залежатиме від точності обчислен-
ня аномалій прискорення вільного падіння. По -
хиб ку обчислення можна отримати з виразу для
обчислення різниці нормальних висот за результа-
тами геометричного нівелювання:

Результати гравіметричного знімання при ви -
конанні високоточного геометричного нівелюван -
ня використовуються для визначення поправок у
виміряні перевищення за формулою

Одну з перших спроб оцінювання частоти роз-
міщення гравіметричних пунктів при нівелюванні
здійснив Л. П. Пеллінен. Він запропонував розби-
вати лінію нівелювання на n однакових частин так,
щоб посередині кожного її відрізка розташовував-
ся гравіметричний пункт з точно визначеною ано-
малією у вільному повітрі (g–γ), а величину пере-
вищення dh замінювати добутком stgβ. Тоді граві-
метричну поправку можна виразити так:

де si – довжина і-го відрізка; tgβi – ухил ділянки
лінії нівелювання; (g–γ)i

m – середнє значення ано-
малії прискорення вільного падіння на ділянці si.

Значення аномалій прискорення вільного па дін ня
при цьому можна отримати лінійним інтерполюван-
ням. Приймаючи похибку за аномальність та кут на-
хилу однаковими на всіх відрізках, похибку нормаль-
ної висоти, зумовлену імовірною не точ ністю гра -
вімет ричного знімання, можна зобразити так:

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)



де δ(g–γ) – похибка аномалії прискорення вільно-
го падіння, під якою слід розуміти середню квад-
ратичну похибку інтерполяції аномалій приско-
рення вільного падіння; tgβ – середній ухил відріз-
ків лінії нівелювання; s – середня довжина цих від-
різків; L=ns – довжина нівелірного ходу. 

Введемо додаткові позначення:

Представивши похибку δ(g–γ) як

де k – коефіцієнт, що залежить від рельєфу і гео-
логічної будови місця робіт, Пеллінен запропону-
вав, аби випадкова середня квадратична похибка
нормальної висоти через недостатню гравіметричну
вивченість лінії нівелювання μ була вдвічі меншою
за вплив решти випадкових похибок геометричного
нівелювання, який можна передати формулою

Зіставивши наведені вирази, отримаємо:

За Пелліненом, при нівелюванні вздовж заліз-
ниць tgβ<0,014, уздовж гірських шляхів ця ве ли -
чина може сягати 0,03. Прийнявши для рівнинної
території k=1 і tgβ=0,005, він прийшов до думки,
що навіть при нівелюванні І класу відстань між
гравіметричними пунктами може становити 50 км.
Отримані ним результати для різних класів ніве-
лювання (з врахуванням поділу гірських районів
на високогірні та середньовисотні) зведено в табл. 1.

Бешлін [13] запропонував, щоб квадрат похиб-
ки нормальної висоти через вплив аномалій
прискорен ня вільного падіння не перевищував
десятої частки похибки власне нівелювання. Тоді у
першій формулі (8) значення η/2 замінюється на
η/√––10, а значення відстаней між гравіметричними
пунктами зменшується в 1,5 раза. Багато геодези-
стів прий ма ють точність обчислення поправки за
вплив приско рення вільного падіння ±0,1 мм. То ді,
за Пел  ліненом, при нівелюванні І класу відс тань
між гравіметричними пунктами у високих горах
по   вин на бути близько 1 км, а нижче 1000 м – при-
близно 5 км. 

Бокун [15] на підставі результатів нівелювання
в Польщі рекомендував прийняти μ в межах ±0,05-
0,10 мм. Використавши метод лінійної інтерполя-
ції гравіметричних аномалій у вільному повітрі, він
дійшов висновку, що відстань між гравіметрични-
ми пунктами у горах має бути не більше 1,5-2 км, у
передгір’ях – 2-3 км, а на рівнині – 4-6 км.

Ю. М. Нейман [7] вивів свою формулу для об чис -
лен ня помилки інтерполювання гравіметричної ано-
малії:

яку можна використати як умову для обчислення
віддалей між гравіметричними пунктами. У цій
формулі D – дисперсія аномалії прискорення віль-
ного падіння; d – віддаль кореляції в кілометрах; s
– віддаль між пунктами (теж у кілометрах). 

У табл. 2 наводяться оптимальні відстані між
гравіметричними пунктами для різних місцево-
стей, обчислені за формулами Неймана.

Виходячи зі сказаного, можна зробити висновок,
що уздовж ліній геометричного нівелювання І класу
в горах і на височинах гравіметричні пункти бажано
розташовувати через 1 км, ІІ класу – через 2 км. На
основі цього Центральний науково-дослідний інсти-
тут геодезії, аерознімання і картографії (ЦНДІГАіК)
рекомендував таку шкалу відстаней між гравіметрич-
ними пунктами (табл. 3). Реко мен дації були закріп-
лені в "Инструкции по нивелированию І, ІІ, ІІІ и IV
классов"  колишнього Ра дянського Союзу та у чинній
інструкції Російської Федерації [6].

Зауважимо, що прискорення вільного падіння ви -
 мі рюють на всіх реперах; у точках перегину ре льєфу,
де кут нахилу лінії нівелювання змінюється більше
ніж на 2°; в точках повороту лінії на 30° і більше; у до -
даткових точках при ухилах лі нії нівелювання понад
0,2 для нівелювання І класу та по над 0,4 для ІІ класу.
Середня квадратична по хиб ка вимірювання приско-
рення вільного падіння на цих пунктах не по винна
перевищувати 0,5 мГал відносно найближчих пунктів
Державної гравіметричної мережі. Поправку за при-
скорення вільного падіння не об хідно враховувати і
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Таблиця 1. Вимоги щодо частоти розташування 
гравіметричних пунктів за Пелліненом

Таблиця 2. Відстані між гравіметричними пунктами 
за формулами Неймана

Таблиця 3. Частота розміщення гравіметричних пунктів,
рекомендована ЦНДІГАіК



для ліній нівелювання ІІІ кла су, що прокладені в
горах з ухилами понад 0,050. Для цієї мети викори-
стовуються пункти гравіметричного знімання з від-
станями до 10 км.

Як відомо, реалізація Європейської вертикаль-
ної референцної системи (EVRS) у вигляді ніве-
лірної мережі UELN 95/98 (EVRF2000) базувала-
ся на врівноваженні геопотенціальних чисел. Від -
значимо, що за вимогами EVRF значення приско-
рення вільного падіння повинні бути відомі з час -
то тою не менше ніж один вимір на 1 км ходу.

Рекомендації. На основі аналізу методів розра-
хунку частоти розташування гравіметричних пун к тів
уздовж ліній високоточного нівелювання та влас них
досліджень автори пропонують:

1. У горах і на височинах уздовж ліній високо-
точного нівелювання І класу гравіметричні пункти
розташовувати через 1 км, ІІ класу – через 2 км, а
для ліній ІІІ класу (прокладених у горах з ухилом
понад 0,050) – до 10 км.

2. У середньовисотних і рівнинних районах уз -
довж ліній високоточного нівелювання І класу
гра віметричні пункти розташовувати через 2 км, а
для ІІ класу – через 4-6 км.

3. Середня квадратична похибка вимірювання
прискорення вільного падіння не повинна переви-
щувати  0,5 мГал відносно найближчого пункту
дер жавної опорної гравіметричної мережі.

4. Для успішного інтегрування висотної основи
України у світові та європейські проекти рекомен-
дувати використовувати для цього Амстер дам сь -
кий футшток як вихідний пункт, а також геопотен-
ціальні числа, добуті на основі виміряних переви-
щень і значень прискорення вільного падіння.
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