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з однією або двома парами берегових створних зна ків
на одному/двох кінцях "коліна".

Для правильного визначення місцеположення
ділянки робіт відносно причалів, знаків, поворотів
осі на окремих аркушах плану великого масштабу
на осях каналів слід через певні відстані зазначати
координати точок осі, а каталог координат цих то -
чок в УСК-2000 та WGS84 розміщувати в га лу зе -
вому кадастрі таких об’єктів.

Висновок. Наведені матеріали та дані перекон -
ли во засвідчують, що:

- нинішнє просторове розміщення земельних
ді лянок у натурі на територіях портів не збігається
з даними інформаційної системи про їх геопросто-
рове положення, якісне оцінювання і правовий
статус. Необхідно побудувати геодезичні мережі
спеціального призначення для формування інже-
нерної і транспортної інфраструктури згідно з нор-
мативами [3];

- фахівці-землевпорядники повинні приступа-
ти до роботи лише тоді, коли геодезист створить
мережу згущення в УСК-2000 та складе в цій сис -
темі електронні інженерно-топографічні плани і
виконає кадастрові роботи з визначення меж і
площ земельних ділянок, попередньо отримавши в
законодавчому порядку від кадастрових служб
координати меж з кадастру суміжних земельних
ділянок, а також узгодить межі земельних ділянок
і складе каталог координат зовнішніх меж земель-
них ділянок у системі координат УСК-2000;

- кадастрові служби законодавчо повинні нако-
пичувати та надавати дані тільки після отримання

ними координат осей внутрішніх мореплавних
шляхів, берегових створних знаків та затвердже-
них або проектних меж адміністративних одиниць;

- для потреб морських портів відповідно до За -
кону України "Про морські порти України" не об -
хідно розробити повнішу інформаційно-реєстра -
цій ну систему геопросторового положення кадаст-
рових об’єктів, ніж та, яку можна почерпнути з ек -
с плікації земель архаїчної форми 6-зем, що не від -
по відає вимогам чинного законодавства.

Відомо, що земельна реформа передбачає от -
ри мання даних про реальні межі земельних діля-
нок, які складалися десятиліттями, а не повер-
нення до конфігурації первинного відведення. В
результаті цього виникло черезсмужжя, суміжних
меж не визначено, а акти узгодження меж склада -
ються так, ніби всі межі співпадають. На нічийні
смуги ніхто не претендує, а в містах великі пло щі
земель не враховуються та не обкладаються зе -
мельним податком.  
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Постановка проблеми. Значне зростання точ-
ності геодезичних вимірювань за останні 20 років і
постійні зміни умов, при яких вони виконуються,
дають підстави стверджувати, що сьогодні в геоде-
зії фактично рівноточних вимірювань не буває.
Проте нерідко, нехтуючи несуттєвими змінами

умов виконання геодезичних робіт, на практиці
приймають, що якісь геодезичні вимірювання все-
таки є рівноточними. Але при детальнішому вив-
ченні цих умов можна встановити, що це насправ-
ді не так.

Для визначення середніх при нерівноточних ви -
мірюваннях однієї величини найчастіше використо-
вують загальну арифметичну середину, переваги
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якої добре описані в багатьох наукових ви даннях,
у підручниках і навчальних посібниках ві домих
вчених. Крім цієї середньої, існують ще й інші,
наприклад: гармонічна, геометрична, квад рати чна,
степенева, а також імовірна арифметична середи-
на. Але детального їх опису та особливостей відхи-
лень від результатів вимірювань певної ве личини
ніхто не наводить. Однією з причин цього, як мож -
на припустити, є складні обчислення. Сьо год ні,
вра ховуючи стрімкий розвиток обчислювальної
техніки та програмного забезпечення, складність
формул при обчисленні не є стримуючим чинни-
ком, як це було за часів Ґаусса. Тому з теоретичної
точки зору важливо дослідити й інші середні та по -
рівняти їх із загальною арифметичною серединою,
одержаною за результатами вимірювань однієї
величини.

Аналіз останніх досліджень та публікацій, до -
тич них до цієї проблеми. Обчислення загальної
ариф метичної середини та особливостей цього ме -
тоду описані в джерелах [2-7, 10, 14 та ін.]. Ска жі мо,
Е. Беккенбах та Р. Беллман у праці [1] наводять
формулу, яка є загальною для гармонічної, ариф -
метичної та квадратичної середніх:

де ai – ваги, сума яких повинна дорівнювати оди-
ниці, тобто це приведені ваги. Така формула дає
змогу обчислювати вказані середні при нерівноточ -
них вимірюваннях.

М. Г. Відуєв і Г. С. Кондра у книзі [4] виділили для
розгляду середніх цілий параграф. Підкреслено різ-
ницю між середніми, якими оперують у статистиці й
геодезії. Наведено формули квадратичної x–s і степе-
невої x–c середніх. Але детальної інформації про
середні (крім загальної арифметичної середини x–з)
при нерівноточних вимірюваннях однієї величини
та які їм притаманні властивості автори не наводять.

У публікації [8], крім загальної арифметичної
середини, описуються ще такі різновиди середніх:
середня геометрична x–g і середня гармонічна x–h.
Але, як обчислюються ці середні при нерівноточ-
них вимірюваннях не вказується.

В енциклопедії [9] подається формула нерівно-
стей серед рівноточних середніх:

де x–a – проста арифметична середина. Проте і в цій
праці ніяких відомостей про нерівноточні вимірю-
вання однієї величини теж немає.

Г. М. Фіхтенґольц у [15] наводить таку нерівність:

При цьому ∑qi=1, де                 . Далі, змінюючи q на

p, нерівність (1) автор записав так:

Тобто геометричне середнє нерівноточних ви мі  рю -
вань однієї величини менше від загальної ариф ме -
тичної середини.

Автори джерела [16] наводять формули степе-
невої та геометричної середніх при таких вимірю-
ваннях і називають їх "зважені середні". Вони та -
кож подають кілька доведень теореми про середнє
арифметичне і середнє геометричне, а ще наводять
нерівності, подібні до (2) та (1) відповідно:

Але, яким чином обчислюються середні квадра-
тичні похибки (СКП) наведених середніх, не за -
зна чається.

У статті [11] характеризується імовірна ариф-
метична середина для нерівноточних вимірювань
однієї ве личини та її властивості:

Проте, яке місце ця величина посідає в таких
нерівностях, і в даній праці не встановлено.

Невирішені частини загальної проблеми. Мож на
погодитись, що різниці між значеннями наведених
вище середніх незначні. Але дослідження резуль та -
тів вимірювань однієї величини, особливо при не -
великій їх кількості, виявлення закономірнос тей має
важливе значення. Мотивом для написання да ної
статті стали міркування М. Г. Відуєва і Г. С. Кондри
про важливість середніх, "особливо при вивченні
умов вимірювань" [4].

У нашій статті досліджуються тільки деякі се -
редні, їх властивості та відповідні відхилення від
результатів нерівноточних вимірювань однієї ве -
ли чини.

Постановка задачі (мета статті): використо-
вуючи аналітичний метод досліджень, визначити,
які властивості мають перелічені вище середні та
їх відхилення під час опрацювання результатів не -
рів ноточних вимірювань однієї величини у порів-
нянні з загальною арифметичною серединою, а та -
кож перевірити одержані дані практичними (екс-
периментальними) розрахунками.

Виклад основного матеріалу. Обчислення СКП
будь-якої середньої mx– при нерівноточних вимі-
рюваннях однієї величини можна виконати за та -
ки ми формулами:

де mi – СКП кожного виміру, що обчислюється з
виразу mi=μ/√

–
pi; px– – вага відповідної середньої; μ –

(1)

(2)

(3)

(4)
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СКП одиниці ваги, яка обчислюється для кожної 

середньої за формулою   
При цьому до відповідних літер показників

додають ще літери та індекси, які позначають від-
повідні середні та СКП.

Для порівняння та аналізу одержаних результа-
тів за СКП вимірювань обчислюють нормовані
відхилення від відповідних середніх та їхні квад-
рати за наведеними нижче рівняннями:

Контроль обчислення виконується за такими
фор мулами:

Для контролю обчислення значень середніх та
їх СКП використовуються формули з приведени-
ми вагами qi і вагами рi вимірів.

Гармонічна середня. Формулу середньої гар мо -
ніч ної при нерівноточних вимірюваннях однієї ве -
личини можна записати в такому вигляді:

або

де q і p – приведені ваги і ваги вимірів відповідно.
Частинні похідні формули (7) виглядатимуть так:

Тоді формула СКП гармонічної середньої мати-
ме такий вигляд:

Для контролю доведення формули (10) і по -
даль ших обчислень визначимо обернену вагу гар -
мо нічної середньої:

Враховуючи, що qi=pi/∑p, а pi=qi∑p, формулу
(11) можна записати як:

За вихідними даними табл. 1 і за формулами (4) і
(10) знайдемо значення СКП гармонічної се ред -
ньої. Вони такі самі (табл. 2).

Тепер розглянемо формулу (8). Частинні похід-
ні від неї дорівнюватимуть:

Тоді формула СКП гармонічної середньої мати-
ме такий вигляд:

Для контролю доведення формули (14) та
обчислень визначимо обернену вагу гармонічної
середньої. Формула для обчислення така:

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

Таблиця 1. Вихідні дані для розрахунків

Таблиця 2. Зведені результати обчислень середніх та їх показників

(13)

(14)
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Тоді СКП гармонічної середньої можна ви зна -
чи ти за формулою (4). За нею одержимо те саме
зна чення, що і за виразами (10) і (14). Значення гар -
монічної середньої та її СКП, обчислені з викори-
станням приведених ваг і ваг вимірів, співпадають.

Якщо у формулах (13-15) pi/∑p замінити на qi,
то одержимо формули (9-12). Аналогічні дії можна
ви конати і для всіх інших середніх.

Результати обчислень теж зведено в табл. 2.
Геометрична середня. Наведемо формули гео-

метричної середньої при нерівноточних вимірю-
ваннях однієї величини:

або

Частинні похідні від формули (16) дорівнюва-
тимуть:

Формула СКП геометричної середньої буде та кою:

Обернена вага геометричної середньої станови-
тиме:

Тоді СКП геометричної середньої також можна
визначити за формулою (4). За нею одержуємо те
саме значення, що і за (18).

Розглянемо детальніше формулу (17). Час тин -
ні похідні від неї дорівнюватимуть:

Формула СКП геометричної середньої матиме
такий вигляд:

Обернена вага геометричної середньої становитиме:

СКП геометричної середньої обчислимо за фор -
мулою (4). Одержуємо те саме значення, що і за вира-
зом (19). 

Значення геометричної середньої та її СКП на -
ве дено теж у табл. 2.

Квадратична середня. Формулу квадратичної
се редньої нерівноточних вимірювань однієї вели -
чи ни можна записати у такому вигляді:

або

Частинні похідні від формули (20) при цьому
виглядатимуть так:

Враховуючи приведені ваги, СКП квадратичної
середньої буде мати такий вигляд:

Для контролю доведення формули (22) і обчис-
лень визначимо обернену вагу квадратичної серед-
ньої:

СКП квадратичної середньої також можна ви -
зна чити за формулою (4). Одержимо те саме зна -
чен ня, що і за виразом (22).

Тепер повернемось до формули (21). Частинні
похідні від неї будуть такими:

З урахуванням ваги вимірів формула СКП
квадратичної середньої набуде такого вигляду:

Для контролю доведення формули (23) та об -
чис лень визначимо обернену вагу квадратичної се -
редньої: 

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)
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Тоді СКП цієї середньої можна визначити з ви -
разу (4). За ним одержимо те саме значення, що і
за рівнянням (23).

Значення квадратичної середньої та її СКП теж
на водяться у табл. 2.

Степенева середня. Формули степеневої се ред -
ньої при нерівноточних вимірюваннях однієї ве ли -
чини можна записати у такому вигляді:

або

Частинні похідні від неї за формулою (24) до -
рів нюватимуть:

З урахуванням приведених ваг формула СКП
степеневої середньої матиме такий вигляд:

У наведеному прикладі прийнято, що показник
степеня дорівнює чотирьом (k=4). Для контролю
доведення формули (26) та обчислень визначимо
обернену вагу степеневої середньої:

СКП степеневої середньої також можна ви зна -
чити за формулою (4). Одержуємо те саме значен-
ня, що і за (26).

Розглянемо ґрунтовніше формулу (25). Час тин ні
похідні дорівнюватимуть:

З урахуванням ваг формула СКП степеневої се -
ред ньої виглядатиме так:

Для контролю доведення формули (27) і обчис-
лень визначимо обернену вагу степеневої середньої:

Тоді СКП степеневої середньої можна обчисли-
ти за формулою (4). Одержуємо те саме значення,
що і за (27).

Значення степеневої середньої та її СКП, об -

чис лені з використанням ваг і приведених ваг ви мі -
рів, співпадають. Результати обчислень див. у табл. 2.

Ймовірна арифметична середина. Частинні по -
хідні від формули (3) дорівнюватимуть:

З урахуванням ваги вимірів СКП імовірної
арифметичної середини обчислюємо за формулою

Оскільки pimi
2=μ2, то формулу (29) можна запи-

сати у такому вигляді:

Обернену вагу імовірної арифметичної середи-
ни можна обчислити за формулою

Тоді СКП цієї величини можна знайти за форму-
лою (4). Одержуємо те саме значення, що і за (30).

Формулу обчислення імовірної середньої за
приведеними вагами при нерівноточних вимірю-
ваннях можна записати у такому вигляді:

де                   – приведені ваги вимірів.

Частинні похідні від формули (32) дорівнюва-
тимуть:

Враховуючи приведені ваги вимірів, СКП імо-
вірної арифметичної середини обчислюємо за та -
кою формулою:

З урахуванням приведених ваг обернену вагу
імовірної арифметичної середини можна обчисли-
ти за формулою 

Тоді СКП імовірної арифметичної середини знай -
демо з виразу (4). Одержимо те саме значення, що і
за (34).

Якщо у формулах (33-35) q·i замінити на
, то одер жимо формули (28-31).

Значення імовірної арифметичної середини та
її СКП наводяться у табл. 2.

Загальна арифметична середина визначається

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)
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за добре відомою формулою. Наведемо її тут для
зручності подальшого порівняння:

СКП загальної арифметичної середини обчис-
лимо за такою формулою:

Вага загальної арифметичної середини дорів-
нює сумі ваг усіх аргументів, тобто  px–3

=∑p. СКП
загальної арифметичної середини можна обчисли-
ти з виразу

З урахуванням приведених ваг формула СКП
загальної арифметичної середини буде мати такий
вигляд:

Результати обчислення див. у табл. 2.
Проаналізувавши всі наведені формули обчис-

лення середніх при нерівноточних вимірюванях
од нієї ве ли чини, аналогічно, як це було виконано
для рівноточних вимірів [12], можемо виділити
чо  тири групи середніх.

До першої групи віднесемо формули, в яких при
обчисленні середніх додаються добутки ваг (при-
ведених ваг) на значення результатів вимірювань у
додатному степені. При цьому показник степеня
може до рів нювати, бути більшим або меншим за
одиницю. Най кращою у цій групі є загальна ариф-
метична середина, коли показник степеня дорів-
нює одиниці. До цієї групи входять квадратична і
степенева середні. За гальний вигляд формул цієї
групи такий, як вирази (24) або (25).

До другої групи середніх можна віднести фор-
мули, в яких при обчисленні додаються добутки
ваг (приведених ваг) на значення результатів ви -
мі рювань у від’ємному степені. При цьому показ-
ник степеня може дорівнювати, бути більшим або
меншим за одиницю зі знаком мінус. Найкращою
в цій групі є гармонічна середня, показник степе-
ня якої дорівнює мінус одиниці. Її можна назвати
за гальною гармонічною середньою. Загалом виг-
ляд формул цієї групи аналогічний формулам (7)
або (8):

До третьої групи середніх слід віднести ті фор-
мули, в яких значення результатів вимірювань у
степені ваг (приведених ваг) перемножуються.
Від дати перевагу якійсь середній у цій групі важ -
ко, оскільки при довільному значенні показника

сте пеня k значення геометричної середньої зали-
шається однаковим. Загальний вигляд формул цієї
групи аналогічний формулам (16) і (17):

Загальним для цих трьох груп є те, що в їхніх
формулах для обчислення середніх використову -
ються ваги та приведені ваги вимірів і що показ-
ник степеня може дорівнювати, бути більшим або
меншим за одиницю.

До четвертої групи можна віднести імовірну
ариф метичну середину, у формулі якої використо-
вуються корінь квадратний з ваг. При цьому ре -
зультати вимірювань можуть бути у степені, по -
казник якого дорівнює, більший або менший за оди -
ницю. Загальний вигляд формул цієї групи ана   ло -
гічний формулам (32) і (33):

Одержані дані розрахунків середніх за резуль та -
тами вимірювань однієї величини та інших по каз ни -
ків для зручності порівняння зведено в табл. 2. При
цьому середні розміщені за зростанням їх значень.

Проаналізувавши одержані результати обчис-
лень відповідних середніх за результатами вимі -
рю   вань од нієї величини та їх показників (табл. 2),
було виявлено деякі подібності між загальною та
ймовірною ариф метичними серединами, які наве-
дені нижче.

Порівнявши зведені результати обчислення се -
редніх (табл. 2, рядок 1), встановлено, що нерівність
між значеннями проаналізованих середніх мож на
передати таким виразом:

З нього випливає, що x· ≤x–з. Але у безмежному
масиві значень вимірів та їх ваг є і таке, коли ймо-
вірна арифметична середина за величиною стає біль-
шою від значення загальної арифметичної се редини,
тобто x–з≤ x· . Це зафіксовано у статтях [11, 13] і нові
дослідження підтверджують такий висновок.

Суми добутків ваг або кореня квадратного з ваг на
відхилення результатів вимірювань від відповід них
середніх (табл. 2, рядки 2 і 4) становитимуть:

Тільки у загальній арифметичній середині   (табл. 2,
рядок 2), і тільки у ймовірній арифметичній середині
∑√

–
pv=0 (табл. 2, рядок 4). Це зумовлено тим, що їх до -

ведення було виконано саме за цих умов. В інших

(36)

(37)

(38)
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се редніх наведені вирази набувають довільних зна-
чень, які можна контролювати за формулами (37) і (38).

Різниці сум добутків ваг або кореня квадратно-
го з ваг на квадрати відхилень результатів вимірю-
вань від відповідних середніх і сум добутків ваг
або кореня квадратного з ваг на квадрати відхилень
результатів вимірювань від загальної або ймовір-
ної арифметичних середин (табл. 2, рядки 3 і 5)
дорівнюватимуть:

Звісно, що у загальній арифметичній середині
сума ∑pvз

2 (табл. 2, рядок 3) мінімальна у порів-
нянні з іншими середніми, а сума ∑√

–
pv·2 мінімальна

у ймовірній арифметичній середині (табл. 2, ря док 5).
СКП одиниці ваги, ваги середніх та СКП самих се -

редніх (табл. 2, рядки 6-8) утворюють такі нерівності:

Ці три нерівності, знов-таки, підкреслюють пе ре -
ваги загальної арифметичної середини над ін шими
середніми.

Порівнювати середні (36) та їх характеристики
(39-41) рекомендуємо тільки при однаковому зна-
ченні показника степеня k, тобто квадратичну і
степеневу середні у нерівностях (36) і (39-41) не
враховувати. Ці середні та їх характеристики мож -
на порівнювати тільки при однаковому значенні k.

Якщо використовуються СКП відповідних ви -
мі рів, то сума нормованих відхилень (табл. 2, ря -
док 9) тільки від імовірної арифметичної середини
дорівнює нулю, тобто ∑t=0. Сума нормованих від-
хилень від інших середніх контролюється за фор-
мулою (5).

Сума квадратів нормованих відхилень (табл. 2,
рядок 10) для всіх середніх дорівнює кількості
над лишкових вимірів (6), тобто ∑t 2=n-1.

Між загальними арифметичною, геометричною
та гармонічною середніми (при k=1) виявлено ці -
ка ві взаємозалежності:

Враховуючи вирази (42) і (43), можна записати
таку приблизну рівність:

При цьому ліва частина виразу (44) завжди бу -
де більша за праву, за винятком, коли  x–h=x–з.

Розбіжності між лівою і правою частинами рів-
нянь (42) і (43) тим менші, чим менша різниця між

максимальним та мінімальним значеннями ре зуль -
татів вимірювань однієї величини та їх вагами. За
даними табл. 1 значення загальної арифметичної
середини, обчислене за формулою (42), становить:
x–з=1,23650005 м. Також у цьому прикладі значення
геометричної середньої xg становить 1,23644223 м,
а обчислене за виразом (43) – 1,23644221 м.

Таким чином, за цими формулами можна обчи-
слювати і контролювати визначення загальної
арифметичної, геометричної та гармонічної серед-
ніх за результатами вимірювань однієї величини.
Ця взаємозалежність подібна до тієї, яка існує між
простою арифметичною, простою геометричною і
простою гармонічною серединами (при k=1) [12].

Враховуючи властивості ймовірної арифметич-
ної середини, наведені в статтях [11, 13], можна за -
писати таку приблизну рівність:

За даними  табл. 1 значення простої арифме-
тичної середини становить: x–а = 1,235 м, значення
імовірної арифметичної середини x· за формулою (3)
– 1,235887 (табл. 2), а обчислене за формулою (45) –
1,235750 м. Таким чином, за цією формулою можна
обчислювати і контролювати визначення загаль-
ної та ймовірної арифметичних середин.

Висновки, пропозиції та перспективи дослід-
жень. 1. Одержані результати стосовно наведених
се редніх за результатами нерівноточних вимірю-
вань однієї ве ли чини дають можливість класифі-
кувати їх на чотири групи: загальна арифметична,
загальна гармонічна, загальна геометрична та ймо-
вірна арифметична середини. Най важливішою се -
ред них є за гальна арифметична се редина. Ймо вір -
на арифметична середина та деякі її властивості
також виявились досить цікавими.

2. Для кожної середньої виведено формули об -
числення обернених ваг та їх середніх квадратич-
них похибок через ваги і приведені ваги вимірів.

3. Встановлено нерівності між значеннями до -
сліджених середніх (36), значеннями їх СКП оди-
ниці ваги (39), вагами середніх (40) і також зна -
чен нями їх СКП (41).

4. Для всіх середніх сума квадратів нормованих
відхилень дорівнює кількості надлишкових вимі-
рів, коли для їх обчислення використовуються СКП
одного вимірювання (6). 

5. Встановлено взаємозв’язок між загальними
ариф  метичною, гармонічною та геометричною сере-
динами – вирази (42-44), а також підтверджено взає-
мозв’язок між загальною, простою та ймовірною
арифметичними серединами (45).

Наразі не всі досліджувані середні мають однако-
ве практичне застосування. Деякі мають тільки тео-
ретичне значення. Але ж теорія завжди передує прак-
тиці. Дослідженнями середніх займалося ба га то
відомих вчених-математиків. Так, Е. Беккенбах та
Р. Бел лман у праці [1] зібрали 12 доведень вчени-
ми фундаментальної нерівності між арифметич-
ною та геометричною середніми.

(42)

(43)

(39)

(40)

(41)

(44)

(45)
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Враховуючи безкінечність вимірювань та вза є -
мо  дію чисел між собою, допускаємо, що не всі се -
редні за результатами вимірювань однієї величини
роз гля ну то в нашій статті й не всі середні ще ви -
значені, то му подальші дослідження у даному на п -
ря мі реальні. Бу де добре, якщо у розвиток цього
дослідження інші нау ковці опублікують матеріали
про нові середні, визначені за результатами нерів-
ноточних вимірювань.

Перспектива подальших досліджень полягає в
обґрунтуванні практичного застосування всіх груп
середніх за результатами рівноточних і нерівноточ -
них вимірювань однієї величини, а також у ґрунтов-
ному дослідженні властивостей імовірної ариф ме -
тичної середини.
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