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Аннотация. В результате проведенных исследований показано, что для трехосного автомо-
биля центром относительного вращения при плоскопараллельном движении является не  
центр масс автомобиля, а точка, расположенная на оси задней тележки на расстоянии поло-
вины колеи от продольной оси. 
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Анотація. У результаті проведених досліджень показано, що для тривісного автомобіля 
центром відносного обертання при пласкопаралельному русі є не центр мас автомобіля, а  
точка, розташована на осі заднього візка на відстані половини колії від поздовжньої осі. 
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Abstract. As a result of undertaken studies it is shown that for a three-axial vehicle the center of 
relative rotation at flat motion is not the barycenter of the vehicle, but the point located on the axis of 
the rear boggy at the distance of half of the track from the longitudinal axis. 
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Введение 
 

При исследовании управляемости и устойчи-
вости автомобилей традиционно принимает-
ся автомобиль за твердое тело (при относи-
тельном вращении вокруг центра масс), а не 
как система с эластичными шинами. Поэтому 
за центр относительного поворота принима-
ется центр масс, в соответствии с положени-

ем классической механики движения твердо-
го тела. Дифференциальное уравнение вра-
щения относительно вертикальной оси со-
ставляется относительно центра масс. 
 
Если представить автомобиль как систему, 
свободно движущуюся в плоскости дороги, 
то он будет совершать плоскопараллельное 
движение, т.е. поступательное и вращатель-
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ное относительно того центра, относительно 
которого затрата энергии будет минималь-
ной. Исследования, проведенные в работах 
[1–4], позволяют определить положение это-
го центра.  
 

Анализ публикаций 
 

В результате проведенного анализа более  
30 публикаций по исследованию криволи-
нейного движения колесных машин (работы 
Д.А. Антонова, Я.Е. Фаробина, А.В. Петрова, 
А.А. Веремчука, А.В. Григорашенко и др.) 
установлено, что авторы за центр относи-
тельного поворота принимали центр масс и 
момент инерции определяли относительно 
него.  
 
Если предположить, что центром поворота 
колесной машины будет другая точка, то мо-
мент инерции относительно нее будет равен 
сумме моментов инерции относительно цен-
тра масс плюс произведение полной массы 
на квадрат расстояния от центра масс до этой 
точки. Тогда это внесет существенные кор-
рективы в систему дифференциальных урав-
нений криволинейного движения колесной 
машины и в точность расчета получаемых 
результатов [3]. 
 

Цель и постановка задачи 
 
Целью исследований является определение 
положения центра относительного поворота 
трехосного автомобиля, движущегося по 
криволинейной траектории. 
 
Сопротивление относительному повороту  

вокруг центра масс 
 

Пусть продольная ось автомобиля в относи-
тельном вращении повернулась на угол dψ  
(рис.1) вокруг центра масс. Тогда величина 
боковой деформации шины λ передней оси и 
задней тележки будет определяться уравне-
ниями (1) 
 

cikdl  121 , 
 

 ciТ kdll  1243 )5,0( ,  (1) 
 

ciТ kdll  1265 )5,0( , 
 
где cik  – учитывает «creep» (псевдоскольже-

ние в отпечатке); 
zTi

iz
ciH R

R
k 0  – для колес 

наружного борта; 
ciH

ciB k
k 1  – для колес 

внутреннего борта; zTiR  – текущая нагрузка 
на колесо; izR 0  – нагрузка на это же колесо в 
статике. 
 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема поворота трехосного 
автомобиля 

 
В этом случае кривизна траектории качения 
средней линии шины, в соответствии с урав-
нением неголономных связей Келдыша М.В., 
будет определяться (2) из [1] 
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где i  – кинематический коэффициент, опре-
деляемый по зависимости (3) из работы [3], 
1/м2. 
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где аi – продольная ось контактного отпечат-
ка шины при данной вертикальной нагрузке 
на колесо в динамике, м; θВ – предельный 
угол, при котором еще существует практиче-
ски линейная зависимость между углом по-
ворота и моментом, при определении угло-
вой жесткости шины в статике, рад. 
 
Из зависимости (2) следует 
 

ii
iR  1

к .          (4) 

 
Если определены радиус кривизны траекто-
рии качения средней  линии шины kiR , то, в 
соответствии с работой [2], момент сопро-
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тивления криволинейному движению шины 
определяется (5): 

 
kiii cM   ,   (5) 
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где ic  – угловая жесткость шины, Нм/рад;  
х – смещение центра поворота отпечатка от-
носительно его геометрического центра, м. 
При повороте относительно центра масс  
х = 0, Тlx 5,00  . 
 
Скоростной момент Мv сопротивления кри-
волинейному движению от действия центро-
бежной силы не учитывается, т.к. он одина-
ков для обоих вариантов относительного 
поворота.  
 
Суммарный момент сопротивления криволи-
нейному движению при повороте относи-
тельно центра масс равен сумме суммарных 
моментов передних и задних колес трехосно-
го автомобиля.  
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Момент, создаваемый задними колесами 
 

6543

4

1
. МММММ

i
кз  , (8) 

iiii acМ  4
1

i .  (9) 

 
Момент, создаваемый передними колесами 
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Сопротивление относительному повороту  

вокруг точки А (рис. 1) 
 

За время поворота продольной оси автомо-
биля на угол dψ произойдет не максимальная 

угловая деформация отпечатка 4-го и 6-го 
колес, определяемая уравнением (6), а ча-
стичная, определяемая уравнением (13) из [2] 
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где 
  – угловая скорость поворота продоль-

ной оси автомобиля, 1/с; 
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Из работы [4] 
 

д
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где д  – действительный радиус кривизны 
траектории, определяемый методом, предло-
женным в работе [4]. 
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В этом случае момент, создаваемый колеса-
ми 4-м и 6-м (рис. 1) будет определяться (19) 
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Момент, создаваемый колесами 3-м и 5-м 
(рис. 1), аналогично уравнению (9), опреде-
ляется уравнением (20) 
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Момент, создаваемый колесами 1-м и 2-м, 
определяется уравнением (22), аналогично 
уравнениям (10)–(12) 
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Для второго варианта (поворот вокруг точ- 
ки А) суммарный момент сопротивления 
криволинейному движению (без учета ско-
ростного момента) равен сумме моментов, 
определяемой уравнениями (19)–(23). 
 
Для сравнения суммы моментов сопротивле-
ния криволинейному движению относитель-
но центра масс и точки А (рис.1) были ис-
пользованы данные работы [4] для 
автомобиля КрАЗ-6322. 
 
Исходные данные соответствуют движению 
входа в поворот через одну секунду после 
начала поворота. 
 
В результате исследования суммарный мо-
мент сопротивления криволинейному дви-
жению относительно центра масс 
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суммарный момент сопротивления криволи-
нейному движению относительно точки А 
(рис. 1) 
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Как видно, для автомобиля 66 КрАЗ-6322 
момент сопротивления криволинейному 
движению при повороте относительно цен-
тра масс (как системы с эластичными шина-
ми) в три раза больше, чем относительно 
точки А. Автомобиль как свободная система 

на плоскости дороги будет совершать посту-
пательное и вращательное движение по той 
траектории, сопротивление по которой – 
наименьшее, с учетом сопротивления, задан-
ного водителем управляемыми колесами. 
 

Выводы 
 
При составлении дифференциальных урав-
нений движения трехосного автомобиля по 
криволинейной траектории необходимо мо-
мент инерции автомобиля определять не от-
носительно центра масс, а относительно той 
точки, где момент сопротивления криволи-
нейному движению при повороте будет 
иметь меньшее значение. 
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