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Введение 
 

В настоящее время появляется все больше 
работ, посвященных устойчивости движения 
автомобиля [1–3] и, в частности, режиму  
торможения [4, 5], поскольку именно устой-
чивость является параметром, определяю-
щим безопасность дорожного движения. 

 
 
 

Анализ публикаций 
 

Известно, что процесс движения (торможе-
ния) автомобиля описывается системой 
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, напр. [5–8 и др.], и поэтому для иссле-
дования устойчивости их решения целесооб-
разно применить теорию Ляпунова [9, 10]. 
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Цель и постановка задачи 
 

Проанализируем возможные варианты ком-
поновки регуляторов тормозных сил (РТС) в 
тормозной системе двухосного автомобиля 
на предмет устойчивости режимов торможе-
ния с ними. 

 
Исходные дифференциальные  

уравнения 
 

Исходные дифференциальные уравнения по-
лучим, используя уравнения Лагранжа 2-го 
рода [11, 12] 
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      (1) 
 

где q  – обобщенная координата; q  – обоб-
щенная скорость; Т – кинетическая энергия; 
П – потенциальная энергия; jQ  – обобщен-
ные вынуждающие силы, соответствующие 
избранным обобщенным координатам jq ;  
Ф – диссипативная функция Релея. 

 
Для сил сопротивления в колебательной си-
стеме, действующих на отдельные точки и 
пропорциональных их скоростям [12] 

 
2n
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μФ
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i i


 ,   (2) 

 
где i  – скорость в i-й точке; μi  – соответ-
ствующий коэффициент вязкости. 
 
Принятая расчетная «плоская» [5] схема ко-
леблющегося автомобиля представлена на 
рис. 1. 
 
При принятых допущениях [8, 12] 
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получаем 

  2 2 21
2

T mz mi   ,   (4) 

 

где і – радиус инерции подрессоренной мас-
сы автомобиля относительно поперечной 
оси, проходящей через центр масс автомоби-
ля; m – масса автомобиля; z, , z1, z2  – обоб-
щенные координаты, обозначенные на рис. 1. 
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Подставляя (4)–(6) в (1), получаем 
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Первое уравнение системы (7) не зависит от 
параметра  , его характеристическое урав-
нение имеет вид [10] 
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где все коэффициенты положительны 
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Корни характеристического уравнения (8) 
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могут быть или комплексными с отрицатель-
ной действительной частью, или действи-
тельными отрицательными. Оба эти случая 
указывают на устойчивое решение этого 
уравнения [10]. 
 
Таким образом, для определения условий ус-
тойчивости рассматриваемого автомобиля при 
торможении в дальнейшем будем рассматри-
вать только второе уравнение системы (7). 
 
Примем следующие допущения: 
– автомобиль тормозит на ровном и прямом 
участке дороги. Тогда для первого уравнения 
системы (7) начальными условиями будут 
являться: 0 00; 0.z z   В этом случае его 
решение принимает вид [12] 

 

0 0z  ;         (10) 
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Рис. 1. Расчетная схема плоской модели автомобиля: C1л, С1п, С2л, С2п – жесткость упругих эле-

ментов передней и задней подвески левого и правого колес автомобиля соответственно; 
k1л, k1п, k2л, k2п – вязкость амортизаторов; P1, P2 – реакция дороги на колеса переднего и 
заднего мостов; T1, T2 – тормозные силы; G = mg – вес автомобиля 

 
 
– во время движения автомобиля справедли-
во считать, что h z ; это также свидетель-
ствует в пользу допущения (10); 
– тормозные силы равны [13] 

 
1 1 д1 2 2 д2; T n P T n P  ,   (11) 

 
где 21,n n  – коэффициенты эффективности 
тормозных механизмов передней и задней 
осей автомобиля; д1 д2,P P  – давление в при-
водных пневмо(гидро)камерах тормозных 
механизмов. 

 
Для существующих наиболее распростра-
ненных конструкций регуляторов тормозных 
сил [4, 5, 13] можно считать 

 
д1 д 1 1 1(1 )P P S z d    ;  (12) 

 
д2 д 2 2 2(1 )P P S z d    ,  (13) 

 
где дP  – приводное давление на выходе из 
тормозного крана (главного тормозного ци-
линдра); 1S , 2S  – коэффициенты, обеспечи-
вающие перераспределение тормозных сил в 
статике, т.е. в зависимости от статической 
нагрузки на оси (первой и второй соответ-

ственно); 1d , 2d  – коэффициенты, обеспечи-
вающие динамическое перераспределение 
тормозных сил, уже в процессе торможения;  

д1P , д2P  – выходные давления из РТС: 
– с учетом (10), в (3) будем считать 

 
1 2; .z a z b        (14) 

 
Подставляя (10)–(14) в (7), получаем исход-
ное уравнение 
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Условно разделяя конструкции РТС на две 
большие группы [4, 5]: 
– статические, когда 

 
cons , 0i iS t d  ;  (16) 

 
– динамические, когда 

 
const, 0i iS d  .  (17)  

 
Проанализируем сначала первую группу. 
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Тормозные системы со статическим РТС 
 

В случае установки РТС в контуре привода 
тормозных механизмов заднего моста в (15) 

 
1 2 1 20; 1; 0d d S S    .  (18) 

 
Характеристическое уравнение имеет вид (8) 
со всеми положительными коэффициентами, 
а значит, такая схема обеспечивает устойчи-
вое торможение.  
 
Аналогичный вывод следует и для схем: 
– со статическим РТС в контуре переднего 
моста, когда в (15) 

 
1 2 2 10; 1; 0d d S S    ;  (19) 

 
– со статическим РТС в контурах обоих мо-
стов, когда в (15) 

 
1 2 1 20; 0; 0d d S S    .  (20) 

 
Динамический РТС в контуре заднего  

моста 
 

В этом случае в (15) 
 

1 2 1 20; 0;  1; 0d d S S    .    (21) 
 

У характеристического уравнения (8), в этом 
случае, все коэффициенты положительны 
(15), поэтому такая схема торможения дает 
устойчивое решение. 

 
Динамический РТС в контуре переднего 

моста 
 

Когда в (15) 
 

1 2 1 20; 0;  0; 0d d S S    .     (22) 
 

У характеристического уравнения вида (8) 
коэффициенты а1 и а2 (15) положительны, но 
  2 2

2 1 2

д 1 1 1

a С a С b
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может быть отрицательным, и в этом случае 
в (9) может появиться положительный ко-
рень, а это признак наличия неустойчивого 
решения [10] дифференциального уравнения 
(15). 
 

Для такой схемы тормозной системы услови-
ем устойчивого решения является 
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Динамические РТС в контурах обоих  

мостов автомобиля 
 

Тогда в (15) 
 

1 2 1 20; 0;  0; 0d d S S    .      (25) 
 

Коэффициент  теоретически может быть 
отрицательным, и поэтому процесс тормо-
жения может быть неустойчивым. 
 
Условие устойчивого решения 
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1 2 д 1 1 1 2 2 2 max
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РТС с комбинированным модулем связи  

с пневмоподвеской 
 

Интересно исследовать конструкцию РТС, 
устанавливаемого в сочетании с пневмопод-
веской. Условно назовем ее с комбинирован-
ным модулем связи с подвеской [5]. Такой 
регулятор устанавливается в тормозном кон-
туре заднего моста, а сигнал загрузки осей 
получает и от передних пневмобаллонов, и 
от задних. Регулировка тормозных сил осу-
ществляется пропорционально разности дав-
лений в пневмобаллонах. 
 
В этом случае, если допустить [5] 

  д2 д 2 п2 п1 2S 1 ( )P P P m P d     ,  (27) 
 

где п1 п2,P P   – приращения давлений в 
пневмобаллонах пневмоподвески во время 
торможения автомобиля; m – коэффициент, 
учитывающий особенности конструкции мо-
дуля связи РТС с пневмоподвеской [5]; 
 
в первом приближении можно считать [14] 

 
п1 1 1 п2 2 2ρ ;  ρP z P z    ,          (28) 

 
где 21ρ , ρ  – постоянные коэффициенты, учи-
тывающие особенности конструкций пнев-
мобаллонов пневмоподвески. 
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Второе уравнение системы (7) в этом случае 
после соответствующих преобразований 
приобретает вид 
    

   
2 2 2 2 2

1 2 1 2

д 2 2 2 2 1 1 2 2

[

] .д

mi k a k b C a C b

P hS d n b m a P h n n S

    
      

 
(29) 

 
Как видим, с таким РТC характеристическое 
уравнение будет также иметь вид (8), все ко-
эффициенты у него положительны. Поэтому 
процесс торможения с этим РТС устойчив. 
При этом РТС может быть и статическим: 

2 const;S   2 0d  , и динамическим: 

2 const;S   2 0d  . 
 

Выводы 
 

Устойчивыми решениями, из рассмотрен-
ных, обладают приводы тормозных систем 
двухосного автомобиля: 
– все схемы со статическими РТС; 
– динамический РТС, устанавливаемый в 
контуре заднего моста; 
– РТС с комбинированным модулем связи с 
подвеской. 
 
Получены критерии для обеспечения устой-
чивого решения у схем: 
– с динамическим РТС, устанавливаемым в 
контуре передней оси; 
– с двумя динамическими РТС, устанавлива-
емыми в контурах и передней, и задней осей 
автомобиля. 
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