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Введение 
 

В вязкоупругих реологических системах, 
например таких, как асфальтобетон, значи-
тельную роль играют температурные напря-
жения и вызывающие их температурные  
деформации [1, 2]. Заметим, что эти напря-
жения становятся главной причиной процес-
са трещинообразования в холодное время 
эксплуатации дорожной одежды [3]. 
 

Анализ публикаций 
 

В работах [4, 5, 7] предложено, при одновре-
менном наличии механических напряжений 
и теплового эффекта, компоненты деформа-
ции в упругом теле записывать в виде 

 
1 [ ( )]x x y z T
E

        ; 

    1 [ ( )]y y z x T
E

        ;     (1) 
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1 [ ( )]z z x y T
E

         ; 

xy
xy G

  ; xz
xz G

  ; zx
zx G

  , 

 
где x , y ; z  – напряжения в точке по со-
ответствующим осям декартовых координат; 

xy , yz ; zx  – касательные напряжения [4]; 

x ; y ; z  – относительные деформации;   – 
коэффициент Пуассона; E  – модуль упруго-
сти 

2(1 )
EG    ;         (2) 

   – коэффициент линейного теплового рас-
ширения 

 
0T T T   ,  (3) 

 
где T  – температура тела в точке; 0T  – тем-
пература, при которой температурная де-
формация считается равной нулю. 
 
В работах [6, 7] предложены методы расчета, 
позволяющие учитывать влияние температу-
ры на характеристики ползучести материала. 
Эти методы предполагают предварительную 
оценку мгновенного модуля упругости  ,  E t T и ядра  ,  , K t T  наследственной 
зависимости деформаций от напряжений. 
 

Цель и постановка задачи 
 

Для практики инженерных расчетов таких 
вязкоупругих систем, как дорожная одежда, 
более удобными были бы методики, предло-
женные в [4, 7], связывающие необходимые 
математические модели с построением 
структурных реологических моделей. Теория 
последних достаточно подробно представле-
на в работах [4, 8-12]. 
 

Средняя деформация и напряжение 
 

Как известно [4], под средними деформацией 
и напряжением понимается 
 

ср 3
x y z      ;  (4) 

 

ср 3
x y z      .  (5) 

Зависимость между ср  и ср  для упругого 
тела [4, 5] определяется следующим образом 
[4]. Сложим три первых уравнения (1) и, по-
сле соответствующих преобразований, полу-
чим 
 

( ) 3
1 2

x y z
x y z

T E                , (6) 

 
откуда, с учетом (2), (4), (5) [4], 

 

ср ср

ср

( )
1 2

2 (1 ) ( ).
1 2

E T

G T

      
   

           (7) 

 
Напряжения 

 
В правой части первого уравнения (1) добав-
ляется и вычитается величина x , тогда для 
упругого тела можно получить [4] 
 

( )
1

x x y z
x

E E T           .   (8) 

 
Проделав подобные операции со вторым и 
третьим уравнениями, с учетом (2), (6), (7), 
из (1) получаем шесть известных в теории 
упругости [4] физических уравнений 
 

ср
3 12

1 2 1 2x xG T              ; 

 

ср
3 12

1 2 1 2y yG T               ;  (9) 

 

ср
3 12

1 2 1 2z zG T              ; 

 

xy xyG   ; yz yzG   ; zx zxG   . 
 
Если из левой и правой частей первых трех 
уравнений (9) вычесть величину ср  (7), то 
эти же уравнения приводятся к известной 
разновидности записи закона Гука [4] 
 

ср ср2 ( )x xG       ; 

ср ср2 ( )y yG      ; 

ср ср2 ( )z zG       ;    (10) 
12
2xy xyG   ; 12

2yz yzG   ; 12
2zx zxG   , 

 

где ср , ср  – определены в (7). 
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Таким образом, исходя из (10), напряженно-
деформированное состояние такого тела 
удобнее всего представлять в виде [4] 
 

н н шT D D  ,   (11) 
 

где 

н

,  ,  
,  ,  

,  ,  

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T

            
 – тензор напряжений; 

 

Н

ср

ср

ср

,  ,  
,  ,  

,  ,  

x xy xz

yx y yz

zx zy z

D

                 
 – девиатор напря-

жений; 
 

ср

ш ср

ср

,  0, 0
0,  ,  0

0,  0,  

D

      
= срJ  – шаровой тензор; 

 
1,  0, 0
0,  1,  0
0,  0,  1

J
      

 – единичная матрица; 

 
0

д д дT D T  ;   (12) 
 

где 
 

д

1 1,  ,  
2 2

1 1,  ,  
2 2
1 1,  ,  
2 2

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T

                

 – тензор деформаций; 

 

ср

д y ср

z ср

1 1,  ,  
2 2

1 1,  ,  
2 2
1 1,  ,  
2 2

x xy xz

yx yz

zx zy

D

                      

 – девиатор де-

формаций; 
 

ср
0

д ср

ср

 0,  0

0  0
0 0 

T

      
= срJ  – шаровой тензор де-

формаций. 

Таким образом, для рассматриваемого случая 
закон Гука может быть записан в обобщен-
ном виде [4] 
 

д2HD GD .    (13) 
 

По виду выражения (13) напрашивается вы-
вод о том, что для построения зависимостей 
напряжений от деформаций у упругих тел, с 
учетом термических деформаций, упругий 
структурный элемент просто заменяется на 
упруго-термический, представленный на  
рис. 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Упругий и упруго-термический эле-

менты в структурных моделях 
 
Возникает вопрос: возможна ли такая же за-
мена в вязкоупругих схемах, как это показа-
но на рис. 2, а, б?  
 

 
               а                                  б 
 

 
 
в 
 

Рис. 2. Структурные термовязкоупругие схе-
мы: а – обобщенная модель Максвелла; 
б, в – модель Бюргерса 

а 

G 

б 

 ,G
0t
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Очевидно, что последовательные и парал-
лельные соединения упругo-термических 
элементов (рис. 2, а, б) при одинаковых ко-
эффициентах теплового расширения (напри-
мер, 1 2,3 2,4     ) приведут к различным 
суммарным деформациям. Значит, применяя, 
например, схему Бюргерса, необходимо либо 
соглашаться с неравенством 2,3 2,4   , либо 
использовать как упругие, так и упруго-
термические элементы (рис. 2, в). 
 
Второй способ лишен универсальности и 
может привести к значительным затруднени-
ям при математическом моделировании и 
экспериментальной оценке 1 , 2  и т.д. 
 

Выводы 
 

Учитывая выше сказанное, реологическую 
термовязкоупругую модель можно создавать 
в следующей последовательности: 
1. Структурную вязкоупругую модель необ-
ходимо привести либо к обобщенной модели 
Максвелла (рис. 3, а), либо к обобщенной 
модели Кельвина (рис. 3, в), в соответствии с 
выводами работы [9]. 
 

 
а 
 

 
б 
 

 
в 
 

 
г 

 
Рис. 3. Обобщенные модели Максвелла и 

Кельвина 

2. Упругие элементы в схеме по п. 1 заме-
нить на термовязкоупругие (рис. 3, б, г) [13]. 
 
3. В случае обобщенной схемы Максвелла 
(рис. 3, б) принимаем 

 
1 2 ... ... ,i n            (14) 

 
где   – обозначено в (1); 1 2,  ,  n    – ко-
эффициенты линейного теплового расши-
рения соответствующих упругих элементов 
(рис. 3, б). 
 
4. В случае обобщенной схемы Кельвина 
(рис. 3, г), принимаются допущения: 
– сумма тепловых деформаций во всех тер-
моупругих элементах равна суммарной тер-
моупругой деформации; 
– напряжения от термо-упругих деформаций 
во всех термоупругих элементах равны. 
 
Из (1), (9) можно получить соотношения 
 

1 2 ... ... ;i n           (15) 
 

1 2
1 1 2 2

1 2

1 1
1 2 1 2

1 1... ... ,
1 2 1 2

i n
i i n n

i n

G G

G G

       
       

 (16) 

 
где i  – коэффициент поперечной деформа-
ции в і-м упругом элементе схемы (рис. 3, г). 
 
Откуда 

1

1 21
1

.
1 2

(1 )

j

j j
j n

i

i i i

G

G

       
                 (17) 

 
5. Дифференциальные зависимости дефор-
маций от напряжений для схем по п. 2 могут 
быть получены в соответствии с рекоменда-
циями работы [10]. 
 
6. Решения линейных дифференциальных 
уравнений могут быть получены в соответ-
ствии с [11], учитывая, что ср  и ср  опреде-
ляются в (4)–(7). 
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