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Вступ 
 

Пружинним маятником називають коливаль-
ну систему з механічною пружиною (або за-
мінником її функцій – деяким еластичним 
матеріалом), що закріплена одним кінцем 

стаціонарно, а на іншому кінці знаходиться 
вантаж певної маси. При цьому заведено  
вважати, що вантаж коливається виключно 
завдяки зусиллям пружини – як у бік її стис-
нення, так і у бік її розтягнення, і що конс-
труктивно забезпечується поперечне «незги-
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нання» пружини. Звичайно пружину розгля-
дають за умови нерухомості її осі. Тобто  
зазначене «одновимірне» коливання пружи-
ни здійснюється переважно завдяки еластич-
ним властивостям матеріалу, з якого її  
виготовлено.  
 
Але конструкторів може зацікавити [1–3] і 
«двовимірне» коливання тіла пружини у вер-
тикальній площині xOy навколо стаціонарно 
закріпленого кінця, подібно до коливання 
традиційного математичного маятника (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. Схема 2d-пружинного маятника 
 
Далі зазначену коливальну конструкцію бу-
демо називати 2d-пружинним маятником 
(тобто такою, яка здійснює коливання у 
площині). Траєкторією коливання вантажу 
назвемо слід на площині, одержаний в ре-
зультаті його переміщення. Особливою трає-
кторією вважатимемо таку лінію, геометрич-
на форма якої відрізнятиметься деякою зако-
номірністю порівняно з траєкторіями 
переміщення вантажу в результаті хаотичних 
коливань 2d-пружинного маятника. 

 
Аналіз публікацій 

 
Доцільність дослідження 2d-пружинних мая-
тників виникла у зв’язку з виявленими мож-
ливостями їх «нестандартних» використань 
як у теоретичному плані, так і на практиці 
[1–5]. Дійсно, відомі зв’язки пружинних мая-
тників з фазовими траєкторіями динамічних 
систем на поверхні тора, а також із теорією 
математичних більярдів [7]. У роботі [10] 
наведено розрахунки коливань 2d-пружин-
ного маятника, але без аналізу впливу його 

параметрів. Крім того, диференціальні рів-
няння коливань 2d-пружинних маятників по-
дібні до рівнянь задач «хижак–жертва» [6], 
що відкриває напрям досліджень. При зазна-
чених коливаннях цікавість викликає геомет-
рична форма траєкторії переміщення по 
площині xOy вантажу [8–10]. Ця траєкторія 
ілюструє розв’язок відповідних диференціа-
льних рівнянь (1), що описують коливання 
2d-пружинного маятника. Одержані геомет-
ричні форми траєкторій переміщення по 
площині вантажу допоможуть ілюструвати 
розв’язки певних задач (наприклад, задачі 
«хижак–жертва» [6]), і їх розгляд дозволить 
аналізувати (подібно до того, як у теорії ко-
ливань застосовують фігури Ліссажу) харак-
тер розв’язків у суміжних за змістом задачах.  

 
Мета і постановка завдання 
 

Метою роботи є розробка методу визначення 
засобами диференціального числення та 
комп’ютерної графіки геометричної форми 
особливої траєкторії переміщення по площи-
ні вантажу 2d-пружинного маятника залежно 
від його параметрів, де головним параметром 
буде значення коефіцієнта жорсткості k пру-
жини. На характер коливань 2d-пружинного 
маятника впливатимуть  такі параметри: маса 
вантажу, початкова довжина пружини у не-
навантаженому стані, коефіцієнт жорсткості 
пружини і початкові умови ініціювання ко-
ливань – такі як початковий кут відхилення 
осі пружини, початкова швидкість кута від-
хилення 2d-пружинного маятника та швид-
кість початкового подовження тіла пружини. 
Для практичних впроваджень необхідно роз-
робити метод визначення набору значень цих 
параметрів, які б забезпечили особливі трає-
кторії переміщення вантажу.  
 

Моделювання коливань  
2d-пружинного маятника 

 
Описувати коливання 2d-пружинного маят-
ника будемо [9] за допомогою системи дифе-
ренціальних рівнянь   
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де (t) – кут відхилення осі маятника від вер-
тикалі;  k –  коефіцієнт жорсткості пружини; 
m –  маса маятника; L(t) – функція зміни до-
вжини пружини; L0 – початкова довжина ма-
ятника. Крім того, необхідно задати умови: 
початковий кут (0) відхилення тіла маятни-
ка; початкову швидкість D(0) відхилення 
тіла пружини; початкову швидкість DL(0) 
подовження тіла пружини, а також межі часу 
інтегрування. 
 
Фіксуємо значення всіх параметрів, що впли-
вають на характер коливань, крім одного (по-
значимо його як р), який назвемо головним і 
який буде змінюватися у наперед визначених 
межах.  
 
Для певного значення р систему рівнянь (1) 
розв’яжемо чисельним методом Рунге-Кутти. 
Це дозволяє у фазовому просторі одержати 
послідовність точок з координатами     ,  ,  L t L t t  або     θ ,  θ ,  t t t , які визна-
чатимуть певну інтегральну криву розв’язку 
системи (1) (тут крапкою позначено похідну 
за t). Ортогональною проекцією інтегральної 
кривої з фазового простору на фазову пло-
щину буде фазова траєкторія [11, 12].  
 
На рис. 2 наведено зображення інтегральної 
кривої та фазової траєкторії, які в загальному 
випадку матимуть хаотичний характер. 

 

 
 
Рис. 2. Інтегральна крива та фазова траєкто-

рія в загальному випадку 

За зміни значення головного параметра р 
мають змінюватися як форма інтегральної 
кривої, так і форма фазової траєкторії. Необ-
хідно визначити таке значення р, за якого 
фазова траєкторія набуде вигляду регулярної 
кривої. 
 
Взаємопроеціюючими точками інтегральної 
кривої назвемо такі її точки, ортогональні 
проекції яких на фазову площину матимуть 
однакові (або близькі відносно точності об-
числень) координати. 
 
Під критичним значенням параметра р вва-
жатимемо таке, коли інтегральна крива набу-
де форми, за якою її точки стануть взаємо-
проеціюючими. Наочно критичне значення 
параметра виявляється у тому, що фазова 
траєкторія матиме вигляд регулярної кривої 
(рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Інтегральна крива та фазова траєкто-
рія у випадку критичного значення го-
ловного параметра р 

 
За результатами відтворення коливань  
2d-пружинного маятника критичне значення 
kО відіб’ється в особливій траєкторії форми 
коливання вантажу на площині xOy. 
 
У загальному випадку пропонується такий 
алгоритм пошуку особливих траєкторій. 
 
Крок 1. Обираємо поточне значення р і шля-
хом розв’язання системи рівнянь (1) одержу-
ємо поточкове подання інтегральної кривої 
системи (1). 
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Крок 2. Будуємо поточкове зображення фа-
зової траєкторії як проекції на фазову пло-
щину інтегральної кривої. 
 
Крок 3. Здійснюємо оцінку кількості точок 
на фазовій площині, за умови їх можливих 
суміщень при проеціюванні; ця кількість то-
чок відповідатиме поточному значенню р.  
 
Крок 4. Починаючи з кроку 2 виконуємо у 
циклі обчислення для усіх необхідних зна-
чень головного параметра р. 
 
Крок 5. Залежно від значення параметра р 
формуємо функцію Np(p) кількості точок на 
фазовій площині, які визначають зображення 
фазової траєкторії, та обчислюємо екстрему-
ми цієї функції. 
 
Крок 6. За визначеними критичними значен-
нями параметра р перевіряємо «дію»  
2d-маятника шляхом побудови засобами 
комп’ютерної графіки сліду від коливання 
вантажу. 
 
Далі узагальнений алгоритм детально проі-
люструємо на прикладі побудови сліду від 
коливання вантажу 2d-маятника залежно від 
головного параметра k – коефіцієнта жорст-
кості пружини. 
 
Наприклад, розв’яжемо систему рівнянь (1) з 
параметрами  m = 1; L0 = 1 і початковими 
умовами: початковий кут (0)  = 0 відхилен-
ня; початкова швидкість D(0) = 0,5 відхи-
лення тіла пружини; початкова швидкість 
DL(0) = 0 подовження тіла пружини; час t 
інтегрування обрано у межах 0–8. Параметр 
k змінювався на інтервалі 15 ≤ k ≤ 35, який 
було розділено на S=250 частин. Значення 
всіх обраних параметрів взято в умовних ве-
личинах.  
 
Для визначення взаємопроеціюючих точок 
інтегральної кривої було побудовано послі-
довність анімаційних зображень фазових 
траєкторій на фазовій площині, здійснених 
засобами комп’ютерної графіки.  
 
Наочно процес вибору критичного значення 
параметра має вигляд на фазовій площині 
«як наведення на різкість» зображення, утво-
реного хаотично переплетеними фазовими 
траєкторіями (порівняти рис. 2 і 3).  
 
 

Оскільки розв’язок диференціальних рівнянь 
одержано чисельним методом, то інтегральна 
крива складатиметься з окремих точок. На 
фазовій площині проекції цих точок можуть 
співпадати, тому фазову траєкторію в момент 
виявлення критичного значення kО зобража-
тиме менша кількість точок. На базі розроб-
леного алгоритму для середовища Maple бу-
ло складено програму обчислення кількості 
точок, які утворюють зображення фазової 
траєкторії на фазовій площині за умови вра-
хування можливих суміщень точок проекції.  
 
Для цього було залучено команди пакета  
ImageTools для формування та аналізу точ-
кових зображень проекцій на фазовій пло-
щині. Оцінка виражається значеннями побу-
дованої функції Np(k). Критичне значення kО 
визначається мінімальною кількістю точок 
фазової траєкторії, що на графіку функ 
ції Np(k) має проявлятися як екстремум  
(мінімум).  
 
У результаті виконаних обчислень одержано 
графік Np(k) функції зміни кількості точок-
проекцій на фазовій площині (рис. 4). Ця фу-
нкція має глобальний мінімум при k = 18,12, 
а також множину локальних мінімумів, серед 
яких два будуть яскраво вираженими при  
k = 23,0  і k = 28,84.   

 

 
Рис. 4. Графік функції від k зміни кількості  

точок на фазовій площині 
 
На рис. 5–7 наведено відповідні цим випад-
кам інтегральні криві та їх фазові траєкторії. 
На кожному з рисунків 5–7 зображено відпо-
відно до знайденого значення k фазову трає-
кторію:  
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Рис. 5. Фазові траєкторії для «особливого» значення параметра k=18,12 
 

a) як проекцію інтегральної кривої у фазово-
му просторі     ,  ,  L t L t t ; 

б) на площині     ,  L t L t ;  

в) на площині     θ ,  θt t ;  

г) на площині     θ ,  t L t ;  

д) на площині     ,  θL t t , 
а також   
е) траєкторію коливання вантажу 2d-пружин-
ного маятника на площині xOy.  
 

Для побудови на площині xOy особливих 
траєкторій коливання вантажу 2d-пружин-
ного маятника за обраних значень параметрів  
m=1, L0=1, (0)  = 0, D(0) = 0,5, DL(0) = 0, а 
також за визначеного значення k = 28,85 не-
обхідно розв’язати систему рівнянь (1).  
 
Це зручно здійснити за допомогою Maple-
оператора dsolve, де через deg1 і deg2 позна-
чено відповідні диференціальні рівняння си-
стеми (1). На рис. 8 наведено текст Maple-
програми. 
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Рис. 6. Фазові траєкторії для значення параметра k = 22,96 
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Рис. 7. Фазові траєкторії для значення параметра k = 28,84 
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 k := 28.85:     # коефіцієнт жорсткості пружини 
  m := 1:         # маса вантажу маятника 
  theta0 := 0:    # початковий кут відхилення маятника 

L0 := 1:        # початкова довжина пружини  
Dtheta := 0.5:  # початкова швидкість відхилення маятника 
DL0 := 0:       # початкова швидкість подовження пружини 

deq1 := diff(theta(t),t,t) = -(2*diff(L(t),t)*diff(theta(t),t)+ 
        9.81*sin(theta(t)))/(L0 + L(t)); 
deq2 := diff(L(t),t,t) = (L0 + L(t))*diff(theta(t),t)^2- 
        k*L(t)/m + 9.81*cos(theta(t)); 

sol := dsolve({deq1, deq2, L(0)=L0, theta(0)=theta0, 
D(L))(0) = DL0, (D(theta))(0) = Dtheta}, {L(t),  
theta(t)}, numeric, output=listprocedure); 
 Далі упорядкуємо одержаний розв’язок: 
solu :=  subs(sol, L(t));        # розв’язок  L t    
solv :=  subs(sol, theta(t));    # розв’язок  θ t  
Підготуємо масив з N=250 точок для побудови сліду за умовний час T=20:  
for i from 0 to N do 
x[i] := solu(T*i/N);  y[i] := solv(T*i/N); 
x1[i] := (L0+x[i])*sin(y[i]):  
y1[i] := -(L0+x[i])*cos(y[i]):  
end do: 
 В результаті будуємо зображення особливої траєкторії коливання; 
      display(curve([seq([x1[i], y1[i]], i = 0 .. N)]); 

 
Рис. 8. Maple-програма побудови на площині xOy особливих траєкторій коливання вантажу  

2d-пружинного маятника   
 

      
k = 78,48;  Dtheta = 6,6 k = 78,48;  Dtheta = 8,08 k = 78,48;  Dtheta = 10,32 

   

   
h = 49,05; Dtheta = 4,216 h = 49,05; Dtheta = 8,6 k = 49,05; Dtheta = 10 

 
Рис. 9. Особливі траєкторії на площині xOy коливання вантажу залежно від значень k і  Dtheta 

(початок) 
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k=166,77;  Dtheta = 5,74 k = 166,77;  Dtheta = 11,6 k = 166,77;  Dtheta = 13,95 

 
 

  

   
k = 29,43;  Dtheta = 3 k = 29,43;  Dtheta = 6,68 k = 29,43;  Dtheta = 13,9 

 
Рис. 9. Особливі траєкторії на площині xOy коливання вантажу залежно від значень k і  Dtheta 

(закінчення) 
 
У наведеному прикладі головним парамет-
ром обрано коефіцієнт жорсткості пружини 
k. Але таким може бути будь-який параметр, 
який впливатиме на геометричну форму  
сліду коливання вантажу 2d-пружинного  
маятника.  
 
Проілюструємо алгоритм на прикладі вибору 
іншого головного параметра, наприклад, по-
чаткової швидкості кута відхилення маятника 
D(0). Для цього зафіксуємо значення m=1, 
L0=1, (0) = 0, DL(0) = 0. Залежно від вибору 
значень D(0) обчислювався коефіцієнт жор-
сткості k. На рис. 9 наведено відповідні особ-
ливі траєкторії на площині xOy коливання 
вантажу 2d-пружинного маятника. Їх деякі 
геометричні форми можна порівняти з ре-
зультатами роботи [10].  

 
Висновок 

 
Розроблений метод дозволяє визначати гео-
метричні форми особливих траєкторій при 
коливанні вантажу 2d-пружинного маятника 

залежно від маси вантажу, початкової дов-
жини пружини у ненавантаженому стані, ко-
ефіцієнта жорсткості пружини, а також від 
початкових умов ініціювання коливань – та-
ких як початковий кут відхилення тіла пру-
жини, початкова швидкість кута відхилення 
2d-пружинного маятника та швидкість поча-
ткового подовження тіла пружини.  
 
Запропонований метод дозволяє визначати 
множину значень параметрів, які  забезпечу-
ють формування особливих траєкторій пере-
міщення вантажу по площині. Для прикладу 
у даній роботі детально досліджено вплив на 
форму траєкторії коефіцієнта жорсткості 
пружини.    
 
Метод дозволяє створювати алгоритми ви-
значення множини критичних значень голо-
вного параметра, які відповідатимуть особ-
ливим траєкторіям коливання вантажу  
2d-пружинного маятника. Крім того, попутно 
можна визначити різноманітні фазові траєк-
торії, розташовані на фазових площинах,  
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відповідних обчисленому критичному зна-
ченню головного параметра.  
 
Все це дозволяє здійснювати аналіз коливань 
2d-пружинного маятника на якісному рівні. 
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