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Изложена методика определения частот колебаний охлаждаемых рабочих лопаток

турбомашин с учетом действия поля центробежных сил. С использованием метода конеч-
ных элементов разработана уточненная математическая модель колебаний лопатки. При-
ведены результаты расчета частот колебаний охлаждаемых лопаток турбины в зависи-
мости от частоты вращения ротора для первой изгибной формы колебаний. Результаты
расчетов частот также иллюстрируют влияние волновых чисел на частоты колебаний
лопаток, находящихся в поле центробежных сил.
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Введение

В современных условиях глобальной конку-
ренции для сбалансированного развития эконо-
мики и повышения конкурентной способности
украинских товаров на рынках ВТО чрезвычай-
но важным является снижение затрат энергии
на их производство [1, 2]. Не менее остро, в свете
общемировой тенденции ограничения примене-
ния ядерной энергии из-за высоких экологи-
ческих рисков, стоит задача увеличения выра-
ботки электроэнергии на украинских тепловых
электростанциях для обеспечения энергетичес-
кого баланса страны [3]. Этот процесс сопровож-
дается увеличением единичной мощности турбо-
агрегатов при обязательном условии повышения
их экономичности и надежности. Проблема обес-
печения надёжности особенно важна для мощ-
ных турбин, причем ее важность с ростом еди-
ничной мощности возрастает, так как выход из
строя даже одного турбоагрегата приводит к вы-
соким капитальным затратам на ремонт, простою
оборудования и, как следствие, к большим эко-
номическим потерям. Следует также, что наличие
поля центробежных сил приводит к «раскрутке»
пера лопатки и его удлинению, что, в свою оче-
редь, может привести к перераспределению поля
динамических напряжений в пере лопатки. Это
соответственно, влечет к возникновению концен-
траторов напряжений не только в корневом, но и
в периферийных сечениях пера [3, 5].
Поэтому учет влияния различных факторов,

не приведенных в упрощенных математических
моделях динамического поведения рабочих ло-
паток турбомашин, приобретает первостепенное
значение.
Целью работы является создание уточненной

математической модели, позволяющей учесть вли-
яние поля центробежных сил на частоты колеба-
ний рабочих лопаток турбомашин.

Изложение основного материала

При исследовании колебаний вращающихся
лопаток необходимо учитывать поле центробеж-
ных сил, так как оно вызывает появление допол-
нительных напряжений и ведет к повышению
частот колебаний лопаток. Наиболее существен-
но это влияние для изгибных колебаний. Кроме
того, поле центробежных сил вызывает раскрут-
ку закрученных лопаток и, следовательно, приво-
дит к изменению формы их колебаний [2, 5].
Свободные колебания трехмерной модели ра-

бочей лопатки с учетом центробежных сил опи-
сываются при помощи вариационного уравне-
ния Остроградского-Гамильтона [2, 4]:
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где П –  потенциальная энергия деформации ло-
патки;
Т  – кинетическая энергия лопатки;
Ац –  работа центробежных сил.

Предположим, что на вращающемся с угловой
скоростью ω диске радиуса R установлена ло-
патка (рис. 1).
Лопатка с диском рассматриваются в прямо-

угольной правой системе координат Х1, Х2, Х.3

Ось Х 3 направлена по радиусу от оси вращения,
ось Х1 параллельна оси вращения.
Для формирования конечно-элементной мо-

дели рассматриваемой лопатки используется кри-
волинейный суперпараметрический восьмиузло-
вой конечный элемент. Функции формы для него
приведены в работе [7]. В пределах выбранного
конечного элемента выделим элементарный еди-
ничный объём ρdV. Вектор центробежных сил dFц
развиваемых массой ρdV выражается следующим
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Рис. 1. Схема для учета влияния поля центробежных
сил на жесткость лопатки

образом:
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где х1, х2, х3 = (x, y, z) – декартовы координаты
элементарного объёма dV.
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 – вектор центробежных сил, развива-

емых массой ρdV.

Запишем выражения для компонентов векто-
ра центробежных сил элементарного единичного
объёма ρdV:

01 =
x
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xdF R x u dV= ρω + + , (3)

где u2 и u3 – перемещения dV при колебаниях в
направлении координатных осей x2 и x3 соответ-
ственно.
Перейдем к вычислению работы компонент

вектора центробежных сил dFx
1, dFx

2, dFx
3 на воз-

можных перемещениях du1, du2, du3 элементарно-
го объёма dV с учетом зависимостей (2, 3):
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Подставляя (3) в (4) получаем:
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Знак минус в выражении для вычисления dAx
2

используется для того, чтобы математически учесть
факт уменьшения жесткости (размягчения) си-
стемы из-за наличия силы dFx

2.
Тогда с учетом уравнений (5) работа компо-

нент вектора центробежных сил Fx
1, Fx

2, Fx
3 на

возможных перемещениях u1, u2, u3 для всего ко-
нечного элемента выражаются следующим образом:
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Суммарная работа центробежных сил для все-
го элемента вычисляется так:
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или в сокращенной форме:
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Величины С1 и С2, входящие в уравнение (7),
могут быть представлены следующим образом:

kkupC =1 ;  k
kluqC

2
1
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где (р1, р2, р3) = (0, -х2, R + x3); qkl – элементы
матрицы Q:
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Компоненты перемещений uk рассматривае-
мого конечного элемента выразим через компо-
ненты перемещений его узлов дj [6]:

jkj
k Nu δ= , (k = 1, 2, 3; j = 1, 2, ...,n), (9)

где Nkj –элементы матрицы N, содержащей фун-
кции формы рассматриваемого конечного эле-
мента;

n – число степеней свободы конечного эле-
мента.
В этом случае выражения (8) примут вид:

jkj
k NpC δ=1 ; ( )( )jljjkjkl NNqC δδ=

2
1

2 , (10)

Учитывая соотношения (10), подставим выра-
жение (7) в уравнение Остроградского-Гамиль-
тона (1). Получаем матрицу-вектор центробеж-
ных сил Fц (первое слагаемое в уравнении (7) и
дополнительную матрицу жёсткости Кд (второе
слагаемое), образующуюся из-за наличия пере-
менных составляющих вектора центробежных сил
[5]. Матрица-вектор центробежных сил конечно-
го элемента и ее компоненты приведены ниже:
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Также приведем структуру дополнительной
матрицы жесткости:
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(i, j  = 1, 2,... ,n; k, l = 1, 2, 3). (12)

Рассмотрим методику учета поля центробеж-
ных сил при выводе уравнений движения рабо-
чих лопаток на основе зависимостей (1–12):

1. При заданных граничных условиях (усло-
вия закрепления лопатки в диске) вычисляем
обобщенные перемещения узлов лопатки δj
(j = 1, 2, ...,n) в поле центробежных сил.

2. Для каждого конечного элемента е форми-
руем матрицы инерции Ме, основную матрицу
жесткости Кео, а также матрицу центробежных
сил Fe

ц с использованием соотношений (2–7, 10,
11) и диагональную дополнительную матрицу
жесткости Кед (соотношения 8, 10, 12).

3. Матрица жесткости всего конечного эле-
мента Ке будет вычисляться так:

е
д

e
o

e KKK += .

4. По правилам МКЭ формируем матрицы
жёсткости К инерции М, а также векторы обоб-
щённых координат δ  и центробежных сил Fц для
всей лопатки:
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(e = 1,…, m),
где m – число конечных элементов, на которые
разбита модель лопатки.

5. С учетом глобальных матриц инерции (М),
жесткости (К) и центробежных сил (Fц) вариа-
ционное уравнение Остроградского-Гамильтона
(1) приводится к системе уравнений свободных
колебаний конечно-элементной модели рабочей
лопатки:

[ ] [ ] { } 0=−δ+δ цFKM && . (13)

6. Частоты колебаний лопатки с учетом дей-
ствия поля центробежных сил с учетом зависи-
мости (14) вычисляются следующим образом:

[ ] [ ] { }цFMfK =− 2det . (14)

Основные результаты и их анализ

Для подтверждения адекватности разработан-
ной математической модели приведены резуль-
таты расчета частот собственных колебаний ох-
лаждаемых лопаток турбины с учетом воздей-
ствия центробежной силы, полученные с исполь-
зованием пакета прикладных программ ANSYS.
Исследуемые турбинные лопатки имеют следу-
ющие характеристики: длина l = 120 мм; хорда
профиля b = 30,755 мм; угол закрутки α = 51°31.
Материал – жаропрочная сталь СМ88У-ВИ
(плотность ρ = 8100 кг/м3, модуль Юнга
Е = 1,693*1011 Па; коэффициент Пуассона ν = 0,3).
В рассмотрение принимаются граничные усло-
вия типа С – С (соответствуют наличию бан-
дажной полки). Ниже на рис. 2, 3 приведены за-
висимости, отражающие влияние волновых чи-
сел т и п на частоты колебаний лопатки с уче-
том и без учета воздействия центробежной силы.
Результаты расчета, приведенные на графиках

2 и 3, свидетельствуют о том, что для данного
типа граничных условий, характерного для кон-
струкции рабочих лопаток турбомашин, имеющих
бандажную полку, частота колебаний возрастает
с увеличением как волнового числа n, так и вол-
нового числа т. Следует отметить, что влияние
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волнового числа в окружном направлении (п)
значительно выше, чем числа полуволн т. Объяс-
нением этому служит то, что наличие в перифе-
рийном сечении лопатки бандажной полки при-
звано конструктивно обеспечить рассеивание
потенциальной энергии деформации и, как след-
ствие, снизить частоту колебаний лопатки.

Рис. 2. Зависимость частоты колебаний лопатки турби-
ны от волновых чисел n (m = 0):

1 – частоты колебаний лопатки с учетом центробежной
силы; 2 – частоты колебаний лопатки без учета центро-

бежной силы

Рис. 3. Зависимость частоты колебаний лопатки турби-
ны от волновых чисел т (п = 1):

1 – частоты колебаний лопатки с учетом центробежной
силы; 2 – частоты колебаний лопатки без учета центро-

бежной силы
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Результаты расчета, приведенные на графиках
2 и 3, свидетельствуют о том, что для данного
типа граничных условий, характерного для кон-
струкции рабочих лопаток турбомашин имею-
щих бандажную полку, частота колебаний возра-
стает с увеличением, как волнового числа n, так и
волнового числа т. Следует отметить, что влия-
ние волнового числа в окружном направлении
(п) значительно выше, чем числа полуволн т.
Объяснением этому служит то, что наличие в пе-
риферийном сечении лопатки бандажной полки
призвано конструктивно обеспечить рассеивание
потенциальной энергии деформации и, как след-
ствие, снизить частоту колебаний лопатки.
Далее проводится исследование влияния ве-

личины центробежной силы на величину коле-
баний лопатки. С учетом зависимости 14 следует

отметить, что при равной плотности материала
лопатки и радиусе диска основное влияние на
величину центробежной силы оказывает частота
вращения ротора турбомашины. Ниже на рис. 4
приведены зависимости частоты колебаний ох-
лаждаемой лопатки первой ступени турбины от
частоты вращения ротора с учетом и без учета
влияния центробежной силы.

Рис. 4. Зависимость частот колебаний лопатки от частоты
вращения ротора. Форма колебаний т = 0 (п =1):

1 – охлаждаемая лопатка; 2 – неохлаждаемая лопатка
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Анализ графических зависимостей, приведен-
ных на рис 4, свидетельствует о том, что наличие
действия поля центробежных сил приводит к
увеличению частоты колебаний лопатки. Это про-
исходит вследствие изменения жесткости пера,
что хорошо иллюстрируется зависимостями (8, 10).
Подобные зависимости наблюдаются не только
для первой, но и для более высоких форм коле-
баний. Однако для изгибных форм колебаний
влияние центробежной силы является более су-
щественным, так как приводит к удлинению пера
лопатки и соответственно к изменению поля его
перемещений.

Заключение

С использованием метода конечных элемен-
тов (МКЭ) решена задача расчета величины ча-
стот колебаний охлаждаемых рабочих лопаток тур-
бомашин, с учетом воздействия на них поля цен-
тробежных сил. Для решения данной задачи
на основе метода конечных элементов разрабо-
тана уточненная математическая модель лопатки
на основе специальных конечных элементов, по-
зволяющая в достаточно полной мере учитывать
ее конструктивную неоднородность. Проведено
исследование зависимости влияния частоты вра-
щения ротора на частоты колебаний лопаток. Ус-
тановлено, что с увеличением частоты вращения,
а, следовательно, и центробежной силы, частота
колебаний лопаток возрастает. Однако такое уве-
личение является незначительным и не превы-
шает 5–7 % от частот колебаний лопаток, опре-
деленных без учета действия поля центробеж-
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ных сил. Подобные зависимости проявляются для
разных волновых чисел, однако наиболее ярко
для первой изгибной формы колебаний. Поэто-
му учет данного фактора позволяет более точно
определить резонансную частоту колебаний ло-
паток и выработать комплекс мер по его недо-
пущению.
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Моргун С.О. Вплив поля відцентрових сил на частоти коливань робочих лопаток
турбомашин

Викладено методику визначення частот коливань охолоджуваних робочих лопаток тур-
бомашин з урахуванням дії поля відцентрових сил. З використанням методу скінченних
елементів розроблено уточнену математичну модель коливань лопатки. Наведено резуль-
тати розрахунку частот коливань охолоджуваних лопаток турбіни в залежності від час-
тоти обертання ротора для першої згинної форми коливань. Результати розрахунку час-
тот також ілюструють вплив хвильових чисел на частоти коливань лопаток, що знахо-
дяться в полі відцентрових сил.

Ключові слова: охолоджувані лопатки, метод скінченних елементів, частоти коливань,
поле відцентрових сил, хвильові числа, частота обертання ротора.

Morgun S. The influence of the centrifugal forces field on the turbine blades oscillation
frequencies

The methodology of the cooled turbine blades oscillation frequencies calculation is developed.
The blades are considered to be under the centrifugal forces field influence. The new, more
correct mathematical model of blades oscillations is formed by the finite elements method usage.
The dependencies between the turbine rotor’s rotational velocity and the blades’ oscillation
frequency are also obtained. The main numerical results, obtained by such dependencies usage
are given for the first vibration form. The results of frequencies calculation also illustrate the
influence of the wave numbers on the turbine blades oscillation frequencies, taking into consideration
the centrifugal forces influence.

Key words: сooled turbomachinery blades, finite elements method, oscillation frequencies,
centrifugal forces field, wave numbers, turbine rotor’s rotational velocity.




