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Ââåäåíèå

Äëÿ ñîâðåìåííûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ 
(ËÀ) õàðàêòåðíû áîëüøèå ìîùíîñòè èñòî÷íè-
êîâ âèáðàöèè, ìàëûå ìàññà è æåñòêîñòü ïëàíå-
ðà. Ýòî ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì äèíàìè÷åñêèì 
ïðîöåññàì â íàèáîëåå íàãðóæåííûõ óçëàõ è 
àãðåãàòàõ. Â ËÀ ïîâñåìåñòíî èñïîëüçóþòñÿ 
óñòðîéñòâà, â êîòîðûõ åñòü ðîòîðû íà øàðè-
êîïîäøèïíèêàõ. Ýòî ïðèáîðû ñ ãèðîñêîïàìè, 
àãðåãàòû ñ ýëåêòðîäâèãàòåëÿìè, ãåíåðàòîðàìè 
è òóðáîõîëîäèëüíèêàìè â ñàìîëåòàõ, ïðèáîðû 
ñ ãèðîñêîïàìè è àãðåãàòû ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. 
Íåëèíåéíîñòü óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ 
ñèñòåì îáóñëîâëåíà êàê êîíòàêòíûìè íàïðÿ-
æåíèÿìè, òàê è çàçîðàìè ìåæäó øàðèêàìè è 
êàíàâêàìè êà÷åíèÿ â øàðèêîïîäøèïíèêàõ.

Ä.Â. Õðîíèí [1] ïîêàçàë,  ÷òî ïðè êîëåáà-
íèÿõ ðîòîðîâ àãðåãàòîâ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ 
ïðîãèáû âàëà îäíîãî ïîðÿäêà ñ óïðóãèìè äå-
ôîðìàöèÿìè ïîäøèïíèêîâ. Åñëè íåîáõîäèìî 
èçáåæàòü ðàñêðûòèÿ çàçîðîâ ìåæäó øàðèêàìè 
è êàíàâêàìè êà÷åíèÿ,  êîòîðîå ïðèâîäèò ê 
óäàðíûì íàãðóçêàì,  ïðèìåíÿþò ðàäèàëüíî-
óïîðíûå øàðèêîïîäøèïíèêè ñ ïðåäâàðèòåëü-
íûì íàòÿãîì. Â ñòàòüå [2] ïðîàíàëèçèðîâàíû 
íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ óïðóãî äåôîðìèðóåìîãî 
âàëà,  çàêðåïëåííîãî íà äâóõ ðàäèàëüíî-óïîðíûõ 
øàðèêîïîäøèïíèêàõ ñ ïðåäâàðèòåëüíûì íà-
òÿãîì,  ñ  ó÷åòîì âîëíèñòîñòè êàíàâîê êà÷åíèÿ 
è øàðèêîâ. 

Ðîòîðû, â êîòîðûõ ëîïàòî÷íîå êîëåñî èëè 
ìàõîâèê çàêðåïëåíû íà êîíñîëüíîì êîíöå, 
èìåþò òàêîå ñîîòíîøåíèå äèàìåòðà âàëà è 
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ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîäøèïíèêàìè, ÷òî äîëæíû 
áûòü ïðåäñòàâëåíû ìîäåëüþ óïðóãîãî âàëà íà 
óïðóãèõ îïîðàõ. Ïðè÷èíîé êîëåáàíèé ðîòîðîâ 
îáû÷íî ñ÷èòàþò äèñáàëàíñ èëè íåñîâåðøåíñòâà 
è èçíîñ ïîäøèïíèêîâ. ËÀ, êàê ïðàâèëî, ñîäåð-
æèò íåñêîëüêî äâèãàòåëåé è äðóãèõ óñòðîéñòâ, 
âûçûâàþùèõ âèáðàöèè êîðïóñà, à äèàïàçîí èõ 
÷àñòîò äîñòàòî÷íî øèðîê. Â ËÀ âèáðàöèè ïåðå-
äàþòñÿ ê óçëàì êðåïëåíèÿ àãðåãàòîâ è ïðèáîðîâ 
êàê ïî ñèëîâîìó íàáîðó, òàê è êîëåáàíèÿìè 
âîçäóõà, êîòîðûå âîçäåéñòâóþò íà îáøèâêó â 
òîé çîíå, ãäå óñòàíîâëåí àãðåãàò. ×àñòîòû âðà-
ùåíèÿ ðîòîðîâ èññëåäóåìûõ ïðèáîðîâ è àãðå-
ãàòîâ íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå ÷àñòîòû âèáðàöèè 
ïëàíåðà ËÀ. Èõ ñîâìåñòíîå äåéñòâèå ìîæåò 
ïðèâåñòè ê åùå íå èññëåäîâàííûì ÿâëåíèÿì. 

El-Saeidy [3] ðàññìîòðåë 37 ðàáîò,  â êîòî-
ðûõ èññëåäîâàíî âëèÿíèå âèáðàöèè îñíîâàíèÿ 
íà äèíàìèêó è óñòîé÷èâîñòü ðîòîðà íà ïîä-
øèïíèêàõ. Ðîòîð,  êîòîðûé ñîñòîèò èç äèñêà 
íà áåçìàññîâîì âàëó,  ïîäâåðæåí äèñáàëàíñó 
è âîçäåéñòâèÿì ñî ñòîðîíû îñíîâàíèÿ,  íî â 
ýòîé ðàáîòå èññëåäîâàíû êîëåáàíèÿ íà îïîðàõ 
ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ,  à íå íà øàðè-
êîïîäøèïíèêàõ. 

Öåëüþ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà 
÷èñëåííîé ìîäåëè è ìåòîäà äëÿ èññëåäîâàíèÿ 
âëèÿíèÿ âèáðàöèè îïîð íà êîëåáàíèÿ óïðóãîãî 
ðîòîðà,  óñòàíîâëåííîãî íà ðàäèàëüíî-óïîðíûõ 
øàðèêîïîäøèïíèêàõ ñ îñåâûì íàòÿãîì.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ôîðìó èçîãíóòîé îñè âàëà ñ äèñêîì íà êîí-
ñîëüíîì êîíöå ñëîæíî îïèñàòü îäíîé ôóíêöè-
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åé, ïîýòîìó ïðèìåíåí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ (ÌÊÝ). Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü ðîòîðà 
ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Ó÷àñòêè âàëà ïîñòîÿííîãî 
ñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè. Â 
òåõ ñå÷åíèÿõ âàëà, â êîòîðûõ çàêðåïëåíû äèñêè 
èëè óñòàíîâëåíû îïîðû, ïîìåùàåì óçëû. Ñèëû 
è ìîìåíòû ñèë èíåðöèè äèñêà, à òàêæå óïðóãèå 
ðåàêöèè ïîäøèïíèêîâ áóäåì ó÷èòûâàòü êàê 
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì óçëå.

Ðèñ. 1. Êîíå÷íûå ýëåìåíòû ðîòîðà è óçëû íà êîíöàõ 
ýëåìåíòîâ (1 – 5)

Çàâèñèìîñòè êîìïîíåíò óïðóãèõ ðåàêöèé 
ïîäøèïíèêà îò ïåðåìåùåíèé öàïôû âàëà âäîëü 
îñåé x,  y, z îïèñàíû â ðàáîòå [4]:

 

 

 (1)

ãäå  ; 

 , ,  z – ïåðåìåùåíèÿ öåíòðà âíó-
òðåííåãî êîëüöà îòíîñèòåëüíî öåíòðà íàðóæ-
íîãî êîëüöà; 

 ν è  – íîìåð è êîëè÷åñòâî øàðè-
êîâ; 

  – íîìåðà öàïô  âàëà; 

  α è  óãîë êîíòàêòà è óãîë àçèìóòà 
øàðèêà ñ íîìåðîì   îòíîñèòåëüíî îñè x; 

  – ñèëà ïðåäâàðèòåëüíîãî îñåâîãî 
íàòÿãà,  

  – îñåâîå ñìåùåíèå âíóòðåííåãî 
êîëüöà îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî êîëüöà îò äåé-

ñòâèÿ ñèëû . 

2. Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ðîòîðà

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ âàëà ïîñòîÿííîãî ñå-
÷åíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè 
[5]:

 
,  

 
.  (2)

ãäå  I è S – äèàìåòðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè 
è ïëîùàäü ñå÷åíèÿ âàëà,

 E è ρ – ìîäóëü óïðóãîñòè è ïëîòíîñòü 
ìàòåðèàëà âàëà.

 ζ – êîîðäèíàòà ñå÷åíèÿ âàëà ïî îñè z,  
t – âðåìÿ.

Êîîðäèíàòíûå îñè íàïðàâëåíû,  êàê 
ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Îáîáùåííûå êîîðäè-
íàòû,  êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû âåê-
òîðà óçëîâûõ çíà÷åíèé i-ãî óçëà,  ðàñïî-
ëàãàåì â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: ,  

,  ,  ,  . 
Èíòåðïîëÿöèîííûìè ïîëèíîìàìè êîíå÷íîãî 
ýëåìåíòà ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè èçîãíóòîé îñè 
áàëêè ïðè åäèíè÷íûõ ïåðåìåùåíèÿõ óçëîâûõ 
ñå÷åíèé [6]:

 
,  

  
,  

 
,  

 
,  (3)

ãäå l – äëèíà ýëåìåíòà. Ïðîãèáû êîíå÷íîãî 

ýëåìåíòà ìåæäó óçëàìè  îïðåäåëåíû ïî-
ëèíîìàìè

,  

,  (4)

Çíà÷åíèÿ  çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè 
ïîòîìó,  ÷òî âàë íå äåôîðìèðóåòñÿ âäîëü îñè 
âðàùåíèÿ.

Óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé âàëà ïîëó÷åíû ìåòî-
äîì Ãàëåðêèíà ïðè îäíîâðåìåííîé àïïðîêñè-
ìàöèè óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé [7]

 

,  (5)

ãäå  è  – íåâÿçêè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ è 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,
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 è  – âåñîâûå ôóíêöèè â îáëàñòè è 
íà ãðàíèöå,

e – íîìåð êîíå÷íîãî ýëåìåíòà. Ïîäñòàâèâ 
(2),  (3)  è (4)  â ïåðâûé èíòåãðàë (5),  ïîëó÷èì 
ñëåäóþùèå èíòåãðàëû ïî äëèíå ýëåìåíòà:

 

,  

 

,    (6)

ãäå Ne – âåêòîð-ñòðîêà èíòåðïîëÿöèîííûõ 
ôóíêöèé. Âûïîëíÿÿ â (6)  èíòåãðèðîâàíèå ïî 
÷àñòÿì äëÿ ñëàãàåìûõ,  ñîäåðæàùèõ ïðîèçâî-
äíûå ïî êîîðäèíàòå ζ,  ïîëó÷èì

 

,  (7)

ãäå Ke – ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíå÷íîãî ýëå-
ìåíòà äëÿ ïðîãèáîâ. Âûïîëíÿÿ â (6)  èíòåãðè-
ðîâàíèå äëÿ ñëàãàåìûõ ñ ïðîèçâîäíûìè ïî 
âðåìåíè ïîëó÷èì

 

,
 

, (8)
 

ãäå Me – ìàòðèöà ìàññ êîíå÷íîãî ýëåìåíòà 
äëÿ ïðîãèáîâ. Ýëåìåíòû ñòðîê è ñòîëáöîâ 
ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåùåíèþ , 
áóäóò íóëåâûìè êðîìå äèàãîíàëüíîãî ýëåìåí-
òà ìàòðèöû ìàññ, êîòîðûé áóäåò ðàâåí ìàññå 
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.

Ïåðâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà êîíöå âàëà 
ñ äèñêîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî èçãèáàþùåãî ìî-
ìåíòà ìîìåíòó ñèë èíåðöèè äèñêà

 

,

 

 

,   (9)

ãäå I1 è I0 – äèàìåòðàëüíûé è ïîëÿðíûé ìî-
ìåíòû èíåðöèè äèñêà,  

Ω – óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà. 

Ïîäñòàâèâ (3),  (4),  (9)  è  âî âòîðîé 
èíòåãðàë (5)  ïîëó÷èì äîáàâêó ê ìàòðèöå ìàññ  

MI1 è ìàòðèöó ãèðîñêîïè÷åñêèõ ìîìåíòîâ G1  
äëÿ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñîîòâåòñòâóþùåãî óçëà

  

(10)

  (11)

Âòîðûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà êîíöå âàëà 
ñ äèñêîì ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ïîïåðå÷íîé ñèëû 
ñèëå èíåðöèè äèñêà. Åñëè äèñê çàêðåïëåí íà 
âàëó ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì a,  òî óñëîâèå çàïè-
øåòñÿ:

,  

.  (12)

ãäå m0 – ìàññà äèñêà. Ïîäñòàâèâ (3),  (4),  (12)  

è  âî âòîðîé èíòåãðàë (5)  ïîëó÷èì äî-
áàâêó ê ìàòðèöå ìàññ Mml  è âåêòîð ïðàâîé 
÷àñòè óðàâíåíèé êîëåáàíèé HD1(Ω,t),  êîòîðûé 
îáóñëîâëåí äèñáàëàíñîì äèñêà

  (13)

 

 (14)

Åñëè i-é óçåë çàêðåïëåí â ïîäøèïíèêå,  â 
êîòîðîì ñèëû óïðóãîñòè ïðåäñòàâëåíû çàâè-
ñèìîñòÿìè (1)  è ñèëû òðåíèÿ ïðåäñòàâëåíû 
âÿçêèì äåìïôèðîâàíèåì,  òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 
â íåì ïî îñÿì  áóäóò èìåòü âèä

 

,

 

 
 (15)

ãäå C – êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ,

 – ñêîðîñòè óçëîâûõ ñå÷åíèé. 
Ïîäñòàâèâ (3),  (4),  (15)  è ζ = 0,  â ñëó÷àå ëå-

âîãî óçëà ýëåìåíòà,  èëè ζ = 1,  â ñëó÷àå ïðàâîãî 
óçëà ýëåìåíòà,  âî âòîðîé èíòåãðàë (5),  ïîëó÷èì 
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âåêòîðíóþ ôóíêöèþ ñèë óïðóãîñòè è âåêòîð 
ñèë äåìïôèðîâàíèÿ ïîäøèïíèêà

 

 (17)

ãäå C – ìàòðèöà äåìïôèðîâàíèÿ. Êîîðäèíàòà 

 â (16) íå çàâèñèò îò óçëà, ïîñêîëüêó ïðèíÿòà 
ìîäåëü âàëà áåç ïðîäîëüíûõ äåôîðìàöèé.

Åñëè ðîòîð óñòàíîâëåí íà âèáðèðóþùåì 
îñíîâàíèè,  ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äîáàâ-
ëÿåòñÿ âåêòîð êèíåìàòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ 
êîëåáàíèé [5]

 ,   (18)

ãäå M – ìàòðèöà ìàññ,   
AÏ(ω,t)  – âåêòîð âèáðîóñêîðåíèé îïîð,  
ω – êðóãîâàÿ ÷àñòîòà âèáðàöèè îïîð. 
Îáúåäèíÿÿ ìàòðèöû,  ïîëó÷åííûå ïî ôîð-

ìóëàì (7),  (8),  (10),  (11),  (14),  è âåêòîðû (13),  
(16),  (17),  (18)  ïî ïðàâèëàì àññåìáëèðîâàíèÿ 
ÌÊÝ [7],  ïîëó÷èì óðàâíåíèå êîëåáàíèé:

. (19)

×àñòîòó âðàùåíèÿ ðîòîðà Ω ñ÷èòàåì ôèêñè-
ðîâàííîé,  ÷àñòîòà âèáðàöèè îïîð ω èçìåíÿåòñÿ 
â çàäàííîì äèàïàçîíå. 

3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé

Óìíîæèâ (19)  íà M-1,  ïîëó÷èì

 

 (20)

ãäå M-1G  = G',  
 M-1K = K',   M-1C = C',

.
Äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ââåäåì áåç-

ðàçìåðíûå ïàðàìåòðû: 

,  ,  ,  ,

,  ,

ãäå  – îñíîâíàÿ ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà ëèíåà-
ðèçîâàííîé ñèñòåìû è çàïèøåì (20)  â âèäå 
íåëèíåéíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè:

 Ü = f(U, ),  (21)

ãäå f – Ν-ìåðíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ. 
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àìïëèòóäíî-÷àñòîòíîé õà-

ðàêòåðèñòèêè (À×Õ)  âûïîëíÿåì àíàëèç óðàâ-
íåíèÿ (21)  ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó 
[8],  êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå ìàòðèöà ìîíî-
äðîìèè,  óñòîé÷èâîñòü è õàðàêòåð áèôóðêàöèé 
ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.

Ïðîàíàëèçèðîâàíû êîëåáàíèÿ ðîòîðà äëè-
íîé L = 0,34 ì. Äèàìåòð âàëà ìåæäó îïîðàìè 
d2 = 0,032 ì. Äëèíà è äèàìåòð êîíñîëüíîãî êîí-
öà âàëà ñîîòâåòñòâåííî l = 0,06 ì è d1 = 0,025 ì. 
Ìàññà è ìîìåíòû èíåðöèè äèñêà ñîîòâåòñòâåí-
íî m = 5,0 êã, Ix = 0,1 êã⋅ì2, Iz = 0,2 êã⋅ì2. Ïàðà-
ìåòðû ðàäèàëüíî-óïîðíûõ ïîäøèïíèêîâ òàêèå: 
α = 15°; R2 = 27,525 ìì – ðàäèóñ âíåøíåé 
êàíàâêè êà÷åíèÿ; R1 = 16,000 ìì – ðàäèóñ 
âíóòðåííåé êàíàâêè êà÷åíèÿ; RK = 5,930 ìì 
– ðàäèóñ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàâîê êà-
÷åíèÿ; dB = 11,510 ìì – äèàìåòð øàðèêà; 
NB = 7 ; E = 2,1∙1011 Ïà – ìîäóëü Þíãà; 
µ = 0,3 – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Äåìïôèðî-
âàíèå, îáóñëîâëåííîå òðåíèåì â ïîäøèïíèêàõ, 
îáû÷íî îïðåäåëÿþò íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ 
è îïèñûâàþò ìîäåëüþ âÿçêîãî òðåíèÿ [9], â 
ðàñ÷åòàõ ïðèíÿò êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ 
C = 52,5 Í⋅ñ/ì.

Ïðîàíàëèçèðîâàíû âûíóæäåííûå êî-
ëåáàíèÿ ðîòîðà âðàùàþùåãîñÿ ñ ÷àñòîòîé 
fΩ = Ω / 2π = 50 Ãö. Êîëåáàíèÿ âîçáóæäà-
þòñÿ äèñáàëàíñîì äèñêà, ýêñöåíòðèñèòåò 
êîòîðîãî a = 0,008 ìì, è âèáðàöèåé îïîð, 
àìïëèòóäû êîòîðîé – AΠx = 0, AΠy = 2g, 
ãäå g = 9,8 ì/ñ2. ×àñòîòà âèáðàöèè îïîð fω 
ìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò 20 Ãö äî 2000 Ãö. Íà 
ðèñ. 2. èçîáðàæåíà À×Õ êîëåáàíèé ðîòîðà. 

Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåí ïîëóðàçìàõ áåç-

ðàçìåðíîé êîîðäèíàòû öåíòðà äèñêà . Ðå-

çîíàíñ . ñîîòâåòñòâóåò ôîðìå êîëåáàíèé, 
êîãäà öàïôû íàõîäÿòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûõ 
ñòîðîí îò îñè ñèììåòðèè ïîäøèïíèêîâ è 
ïðè êîëåáàíèÿõ âàë ñîâåðøàåò ïðÿìóþ ïðå-
öåññèþ. Ïî ýòîé æå ôîðìå ñîâåðøàþòñÿ 
êîëåáàíèÿ âàëà íà ñóïåððåçîíàíñàõ ïîðÿäêà 
2/1 – 5/1, ïèêè êîòîðûõ îáîçíà÷åíû íà ðèñ. 2 

 – .  Ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ ñ íèç-

øåé ÷àñòîòîé  ïî ôîðìå, êîãäà âàë ñîâåðøàåò 
îáðàòíóþ ïðåöåññèþ, íå íàáëþäàþòñÿ. Óñòîé-
÷èâûå ðåæèìû ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèé äàííîãî 
ðîòîðà èññëåäîâàíû â ðàáîòå [10].
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Ðèñ. 2. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà

Íà ëåâûõ âåòâÿõ ðåçîíàíñíûõ ïèêîâ îñó-
ùåñòâëÿþòñÿ ñåäëî-óçëîâûå áèôóðêàöèè,  à 

íà ïðàâîé âåòâè ðåçîíàíñíîãî ïèêà  îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ äâóìåðíîãî òîðà [11]. 
Ðàçìàõè íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé îñòàþòñÿ 
îãðàíè÷åííûìè è îòíîñèòåëüíî ìàëî ìåíÿþòñÿ 
ñî âðåìåíåì. 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ öåíòðà äèñêà 
çà äåñÿòü ïåðèîäîâ âûøå òî÷êè áèôóðêàöèè 

íà ëåâîé âåòâè ðåçîíàíñíîãî ïèêà . Â ýòîé 

òî÷êå ÷àñòîòà , à íàèáîëüøèé ìóëüòè-

ïëèêàòîð ìàòðèöû ìîíîäðîìèè . Íà 

ðèñ. 4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè  
ïðè ýòîé ÷àñòîòå.

Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèÿ öåíòðà äèñêà, 

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè , 

Â áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ ðàçìàõ êîëåáà-
íèé ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí 0,9 è îòêëîíåíèÿ 

êîîðäèíàòû  îò óñòàíîâèâøåéñÿ òðàåêòîðèè 
äîñòèãàþò 0,005.

Íà ðèñ. 5 è ðèñ. 6 ïîêàçàíû îòîáðàæåíèÿ 
Ïóàíêàðå íåóñòîé÷èâûõ êîëåáàíèé íà ëåâîé è 

ïðàâîé âåòâÿõ ðåçîíàíñíîãî ïèêà . 

Ðèñ. 5. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, 

Ðèñ. 6. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, 

Ýòè ðèñóíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïåðåõîäíûå 
ïðîöåññû ïðèâîäÿò ê õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì.

Çàêëþ÷åíèå

Ñîâìåñòíîå äåéñòâèå äèñáàëàíñà è âèáðàöèè 
îïîð âûçûâàåò ðåçîíàíñû äâóõ ôîðì êîëåáàíèé 
ðîòîðà,  à òàêæå ñóïåððåçîíàíñû ïîðÿäêà 2/1,  
3/1,  è ò.ä. Ïîýòîìó ðåçîíàíñíûå êîëåáàíèÿ 
ìîãóò èìåòü ìåñòî âî âñåì äèàïàçîíå ÷àñòîò 
íèæå îñíîâíîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû. Ñëåâà îò 
îñíîâíîãî ðåçîíàíñà ïåðâîé ôîðìû êîëåáà-
íèé íàáëþäàåòñÿ ñåäëî-óçëîâàÿ áèôóðêàöèÿ,  
à ñïðàâà – áèôóðêàöèÿ äâóìåðíîãî òîðà. Íà 
íåóñòîé÷èâûõ ðåæèìàõ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê 
õàîòè÷åñêèì êîëåáàíèÿì ñ ìàëûì ðàçìàõîì.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí 
êàê îñíîâà äëÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ÷èñëåí-
íîãî àíàëèçà äèíàìèêè ðîòîðîâ òðàíñïîðòíûõ 
ñðåäñòâ.
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Ñ.Â. Ô³ë³ïêîâñüêèé, Ë.Î. Ô³ë³ïêîâñüêà. Ñò³éê³ñòü ³ á³ôóðêàö³¿ êîëèâàíü ïðóæíî-
ãî ðîòîðà ç äèñêîì íà êîíñîëüíîìó ê³íö³ ³ øàðèêîï³äøèïíèê³â â â³áðóþ÷îìó ïëàíåð³ 
ë³òàëüíîãî àïàðàòó

Ïîáóäîâàíî íåë³í³éíó ñê³í÷åíîåëåìåíòíó ìîäåëü ïðóæíîãî ðîòîðà íà øàðèêîï³äøèïíèêàõ. 
Äîñë³äæåíî íåë³í³éí³ êîëèâàííÿ ðîòîðà, êîëè ïðîãèíè âàëó ³ äåôîðìàö³¿ ï³äøèïíèê³â îäíîãî 
ïîðÿäêó, êîëèâàííÿ âèêëèêàþòüñÿ îäíî÷àñíîþ ä³ºþ äèñáàëàíñó ³ â³áðàö³¿ îïîð, ÷àñòîòà 
îáåðòàííÿ ðîòîðà ³ ÷àñòîòà â³áðàö³¿ îïîð îäíîãî ïîðÿäêó. Ïðîàíàë³çîâàíî ñò³éê³ñòü ³ 
á³ôóðêàö³¿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü ðîòîðà. Ñï³ëüíà ä³ÿ äèñáàëàíñó ³ â³áðàö³¿ îïîð âèêëèêàº 
ðåçîíàíñè ³ ñóïåð-ðåçîíàíñè ïî îñíîâí³é ôîðì³ êîëèâàíü ðîòîðà. Íà íåñò³éêèõ ðåæèìàõ 
ó ðîòîðà ç äèñêîì íà êîíñîëüíîìó ê³íö³ â³äáóâàºòüñÿ ïåðåõ³ä äî õàîòè÷íèõ êîëèâàíü ç 
ìàëèì ðîçìàõîì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: âàë, äèñê, äèñáàëàíñ, øàðèêîï³äøèïíèê, â³áðàö³ÿ îïîð, ðåçîíàíñ, 
á³ôóðêàö³ÿ.

S.V. Filipkovsky, L.A. Filipkovskaja. Stability and bifurcations of vibrations of the elastic 
rotor with a disk on cantilevered end and ball bearings in the aircraft vibrating airframe

A nonlinear finite element model of a flexible rotor with a disk on the cantilevered end is 
constructed. The nonlinear oscillations of the rotor are investigated when the deflections of the shaft 
and the deformation of bearings are of the same order; the oscillations are caused by the mutual 
action of imbalance and vibration of the supports; the shaft rotational speed and the vibration 
frequency of the supports are the values of the same order. The stability and bifurcations of the 
forced oscillations of the rotor are analyzed. The mutual action of imbalance and vibration of the 
supports causes resonances and super-resonances in the principal mode of the rotor oscillations. 
The chaotic oscillations with the small peak-to-peak displacements are on unstable oscillations 
modes of the rotor with a disk on the cantilevered end.

Keywords: shaft, disk, imbalance, ball-bearing, vibration of supports, resonance, bifurcation.




