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МОДЕЛЬ МЕЖІ МЕТАЛІВ І МЕТОД МАЛОГО  
ПАРАМЕТРА В ЗАДАЧАХ ТЕОРІЇ АДГЕЗІЇ 

Inverse problem of determination of physical characteristics of interface layer in contacting 
environments is formulated and solved. A solution and numerical results for the system of two 
contacting metals for which the value of energy of adhesive bond is set and surface tension and 
energy of these metals at their contact with an inert gas environment are received. 
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Сформульовано і з використанням методу малого параметра розв’язано обернену задачу 
визначення фізичних характеристик міжфазного шару контактуючих середовищ. Розв’я-
зок і числові результати отримано для системи двох контактуючих металів, для яких за-
дано значення енергії адгезійного зв’язку та поверхневі натяг і енергію цих металів за їх 
контакту з інертним газовим середовищем. 

Ключові слова: математичне моделювання, метод малого параметра, обернена зада-
ча, адгезія. 

Незважаючи на важливість явища адгезії, його енергетичні аспекти до цього 
часу мало вивчені, а пов’язані з ними практичні питання функціонування елемен-
тів конструкцій з покривами в основному розв’язували емпірично [1]. 

Найважливіші характеристики адгезії в системі метал–покрив – адгезійна 
міцність (зчеплення) та енергія, сила адгезії залежать від рельєфу поверхні, пов-
ноти контакту, міжфазної енергії, змочування та інших поверхневих явищ [2]. 

Важливою проблемою в цій сфері є розроблення математичного апарату для 
визначення та прогнозування властивостей покривів, удосконалення засобів їх 
нанесення та оптимізації. 

Постава задачі. Мета роботи – формулювання математичної моделі для 
системи метал–металевий покрив, яка описує їх адгезійну взаємодію, та поста-
новка оберненої задачі визначення характеристик міжфазного шару за енергією 
адгезійних зв’язків і розроблення алгоритму її розв’язування. 

Предметом цього дослідження є макроскопічні співвідношення механіки де-
формівного твердого тіла, фізики твердого тіла з використанням числових ре-
зультатів досліджень адгезії контактуючих середовищ, що базується на діелект-
ричному формалізмі. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. На основі макроскопічних спів-
відношень механіки деформівного твердого тіла та фізики поверхні у праці [3] 
розроблено математичну модель для визначення енергетичних характеристик 
міжфазних шарів на межі металу з іншим металом чи з напівпровідником з ура-
хуванням внутрішніх механічних напружень, спричинених перерозподілом елек-
тронів провідності (чи зв’язаних зарядів у напівпровідниках). 

Аналіз теорій адгезії контактуючих матеріалів з покривами подано у працях 
[2, 4]. Порівняно з [3], дещо інший підхід щодо визначення енергії адгезії в кон-
тактуючих металах чи напівпровідниках з урахуванням чіткої межі між взаємо-
діючими середовищами та відповідна обчислювальна процедура, яка ґрунтується 
на використанні підходу діелектричного формалізму, наведена в [4]. Однак такий 
підхід громіздкий і вимагає додаткової інформації про фізичні характеристики 
міжфазних шарів, яку отримати досить важко. Тому доцільно для математичного 
моделювання міжфазних шарів металів і адгезійних покривів використати систе- 
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му макроскопічних співвідношень [3, 5], оскільки підхід механіки деформівного 
твердого тіла дає змогу розробити простішу обчислювальну процедуру порівня-
но з алгоритмом, який базується на діелектричному формалізмі [4]. 

При поставі контактних задач руйнування з’єднань зазвичай передбачають, 
що поверхня контакту двох середовищ є деякою ідеально гладкою (чи кусково-
гладкою) поверхнею [4, 6]. У реальних виробах це далеко не так – зазвичай по-
верхня є шорсткою. З часом відбувається дифузія, на межі середовищ формується 
міжфазний “debris-шар” з іншими властивостями, ніж у кожного з тіл зокрема [5, 
7]. У науковій літературі нема чіткого математичного обґрунтування, як вказаний 
чинник впливає на міцність адгезійних з’єднань і їх кількісних оцінок, що дало би 
змогу переходити від характеристик середовищ до характеристик “debris-шару”. 

Основна частина. Рівняння механоелектрики для приповерхневого шару 
металу в околі границі з інертним газовим середовищем записуємо згідно з ос-
новами електростатики і механіки деформівного твердого тіла [5]: 
 0 0 ,Vε ∆Ψ = ε ∆ϕ = −ρω= −ω  (1) 

  σ ρ ω 0,Div E
∧
+ ⋅ ⋅ =

r
 (2) 

 ,e Def u
∧ →
=  (3) 

 2 2
3ij t ij ijK G e K T Kb Ge⎛ ⎞⎛ ⎞σ = − − α ⋅∆ − ϕ δ +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
,  (4) 

 ( )V tC T bKeϕω = ρω= ρ ϕ − γ ⋅ ∆ + ,  (5) 

 0 const,ϕ + ψ +Φ =   (6) 

 0 0;    .x xE E
x x

∂ψ ∂ψ
= − Ω = −ε = ε

∂ ∂
 (7) 

Тут ρ – питома густина матеріалу (металу); δij – символи Кронекера;  
∧
σ , e

∧
 – 

тензори механічних напружень і деформацій відповідно; σij, eij – компоненти 
тензорів напружень і деформацій (i, j = 1, 2, 3); e = eii/3 – перший інваріант тензо-
ра деформацій; ϕ = Φ – Φ0, ψ = Ψ – Ψ0 – відхилення модифікованого хімічного 
потенціалу Φ електронів провідності (МХПЕП) і електричного потенціалу Ψ від 
їх рівноважних значень Φ0, Ψ0 в об’ємі тіла далеко від поверхні; ∆T = T – T0 – 
зміна температури (T0 – значення температури в початковому рівноважному 
стані); K, G – коефіцієнти всестороннього стиску і зсуву відповідно; Cϕ – питома 
електроємність; b – електрострикційний коефіцієнт об’ємного розширення; αt – 
температурний коефіцієнт об’ємного розширення; γt – температурний коефіцієнт 
зміни МХПЕП; Ω – поверхневий заряд; Ex – напруженість електричного поля;  
ε0 = 8,85⋅10–12 Ф/м – електрична стала. 

Електропотенціал Ψ у середовищі задається рівнянням Пуассона (1), а тен-
зор напружень входить у рівняння (2) рівноваги; ur  – вектор переміщень, зв’яза-

ний з тензором деформацій e
∧

 геометричними рівняннями (3) (обмежуємось роз-
глядом задачі, для якої в декартових координатах ( ,0 , 0)xu u=

r ); (4), (5) – рів-
няння стану локального елемента твердого тіла; (6) – випливає з умови квазірів-
новаги електрохімічного потенціалу для електронів провідності у контактуючих 
середовищах. 

Cпіввідношення (7) з урахуванням (6) набувають такого вигляду: 
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 0 0;     .xE
x x x x

∂ψ ∂ϕ ∂ψ ∂ϕ
= − = Ω = ε = −ε

∂ ∂ ∂ ∂
 (8) 

Граничні умови на поверхні розділу електропровідне тіло – інертне газове 
середовище [5] (якщо x = 0): 

 0 0
1 ( );   ( );   ;   ,
2n c c cn n cp E E E Eσ = + Ω + Ω = εε − Ψ = Ψ ϕ = −Φ

r r r rr r  (9) 

де cpr  – тиск середовища по нормалі nr  до поверхні металу; ,   cn n xE E E n=
r r r  – 

складники напруженості електричного поля середовища і металу по нормалі n; 
Ψ, Ψc – потенціали напруженості електричного поля в металі і зовнішньому 
середовищі відповідно. 

Перша умова із (9) з урахуванням (6), якщо x = 0, набуває такого вигляду: 

 
2 2

0 0 
2 2x xx x x
ε ε∂ψ ∂ϕ⎛ ⎞ ⎛ ⎞σ ≡ σ = − ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. (10) 

Визначення розподілів φ, σx, σy . Оскільки вираз (2) нелінійний, то систему 
рівнянь (1)–(2) з урахуванням (3)–(10) для визначення розподілів потенціалу ϕ і 
механічних напружень σx, σy (σyy ≡ σy = σz) в околі межі середовищ розв’язуємо 
аналітично в переміщеннях (u) з використанням методу малого параметра  
b∗ = b⋅Φ0 згідно з методикою розв’язування задач механіки деформівного твердо-
го тіла [5]. Обмежимось чотирма наближеннями розкладу. 

Компоненти ux переміщень і ϕ подаємо у вигляді рядів за малим параметром b∗: 

 2 3 4
0 1 2 3 4 ( ) ( ) ( )xu u b u b u b u b u∗ ∗ ∗ ∗= + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ , (11) 

 2 3 4
0 1 2 3 4 ( ) ( ) ( )b b b b∗ ∗ ∗ ∗ϕ = ϕ + ⋅ϕ + ⋅ϕ + ⋅ϕ + ⋅ϕ . (12) 

Розв’язавши (1)–(2), з урахуванням (3)–(12), для області металу отримуємо  
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EF і kF – енергія і хвильовий вектор Фермі; EV – робота виходу електрона з мета-
лу; We [1/м3] – об’ємна густина електронів провідності металу далеко від поверх-
ні (орієнтовно на відстані, більшій 30 нм); q0 = 1,6⋅10–19 Кл – заряд електрона; 1/k 
– відстань, на якій МХПЕП зменшується в е разів (е – основа натуральних ло-
гарифмів); Zb – зміщення подвійного електричного шару відносно границі тіла [5]. 

Визначення фізичних характеристик ξ, k, b, h металу. Пропонуємо метод 
визначення фізичних характеристик металу в рівняннях стану (4), (5), в основу 
якого покладемо співвідношення для поверхневого натягу σh, поверхневої енергії 
(ПЕ) γ, умову рівноваги поверхневого шару, умову для визначення ефективної 
товщини h поверхневого шару [3, 5]: 

 
0

,    ,
h

y h y zdxσ = σ σ = σ∫   (14) 

 ,e мγ + ξγ = γ   (15) 

 
0

( ) 0,    e м C
k

k k
ϕρ∂ γ + ξγ∂γ

= = =
∂ ∂ ε

,  (16) 

 σy + p = 0 (для x = h) (p = 100 кПа – атмосферний тиск).  (17) 

Тут 
0

h

e ew dxγ = ∫  – електрична складова поверхневої енергії (ПЕ); 
0

h

м мw dxγ = ∫  – 

механічна складова ПЕ; 
2

0
2ew

x
ε ∂Ψ⎛ ⎞= ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 і 
2( 4 ) (1 )

2
x x y y

мw
E E

σ σ − νσ − ν σ
= +  – гус-

тини електричної та механічної складових ПЕ; h – ефективна товщина поверхне-

вого шару; 3 2 3 4;    
2(3 ) 3

K G K GE G
K G K G
− +

ν = =
+ +

; k – варіаційний параметр. 

Співвідношення (14)–(17) використовували для визначення поверхневих на-
тягу та енергії [3, 5]. У цій роботі використовуємо їх для визначення фізичних ξ, 
k, b, Φ0 і геометричної h характеристик поверхневого шару. 

Для розв’язання системи рівнянь (14)–(17) на першому етапі використовує-
мо наведений вище розв’язок (13) задачі (1)–(12). 

На другому етапі вирази для ϕ, σx, σy підставляємо у співвідношення (14)–
(17). Для системи (14)–(17) потрібно задати числові значення σh, γ, E, ν, ρ, EV, які 
можна взяти з експериментів. 

Отже, на другому етапі в результаті обчислень шляхом імітаційного моде-
лювання – числовим розв’язанням системи рівнянь (14)–(17), отримуємо чотири 
важливі фізичні характеристики металу – ξ, k, b, h. На основі цих характеристик 
можна визначити і величину Φ0, за допомогою якої формулюємо граничну умову 
для модифікованого хімічного потенціалу ϕ електронів провідності (9) і гранич-
ну умову для σx (10), а також визначаємо електроємність і потенціал подвійного 
електричного шару на межі метал–середовище. 

Визначення енергетичних характеристик міжфазного шару. 
Міжфазні енергію γm і натяг σm на границі “метал–покриття” визначимо ана-

логічно, як у працях [3, 8]: 

 1 2;m mγ = γ + ξ γ    
2 2

1 1

1 2;   ;
H H

e м
H H

w dx w dx
− −

γ = γ =∫ ∫    
2

1

,    .
H

m y y z
H

dx
−

σ = σ σ = σ∫  (18) 
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Тут ξm – характеристика матеріалу міжфазного шару на границі металів; H1 + H2 
– ефективна товщина міжфазного шару (– H1 < x < H2). Для визначення фізичних 
величин у (18) та їх змін використовуємо (1)–(17). 

Умову рівноваги перехідного шару (тобто енергетичної характеристики γm і 
наближені співвідношення на уявних границях, що обмежують область міжфаз-
ного шару, аналогічно [3] запишемо так: 

      1 2( )
;m m

k k
∂γ ∂ γ + ξ γ

=
∂ ∂

 10   ( )y p x H+σ + = = + ; 20  ( ) .y p x H−σ + = = −  (19) 

Тут індекс “+” відповідає параметрам металу, а “–” – параметрам другого металу 
(покриття); p = 100 МПа. 

Співвідношення для визначення роботи адгезії Aad і енергії адгезійних зв’яз-
ків γad згідно з [5] такі: 
 ad h h mA + −= σ + σ − σ ,     ad m+ −γ = γ + γ − γ . (20) 

Тут ,   h h+ −σ σ , ,   + −γ γ  – поверхневі натяги та поверхневі енергії контактуючих 
тіл відповідно. 

Граничні співвідношення для контактної задачі. Запишемо граничні умо-
ви для межі розділу середовищ (для x = 0), які подані у [5, 8] 

 ;    ;      ;    ;    ;    ;  x x y y x x c cj j u u+ − + − + − + − + −
+ −ϕ = ϕ = σ = σ σ = σ = µ = µ

r r
% %  

 0 0;    ;     ,c c c cq q E E+ + + + − − − − + −
τ τµ = µ + ζ Ψ µ = µ + ζ Ψ =% %  (21) 

де ,   x y z
± ± ±σ σ = σ  – нормальні та дотичні напруження відповідно; u±r  – перемі-

щення; xj
±  – електричні струми; ,  c c

± ±µ µ%  – хімічні та електрохімічні потенціали 

дифузійних частинок; 0/cq q± ±ζ =  – заряди частинок, які беруть участь у дифу-

зійних процесах (безрозмірні відносні величини); E±
τ  – дотична складова напру-

женості електричного поля. 
Алгоритм розв’язання оберненої задачі визначення модуля Юнґа та енер-

гетичних характеристик міжфазного шару за енергією адгезійних зв’язків. 
1. На першому етапі знаходимо фізичні характеристики ξ, k, b, h для металів, 

якщо вони контактують з інертним газовим середовищем (повітрям), тобто – ξ+, 
k+, b+, h+ (для системи метал–повітря), ξ–, k–, b–, h– (для системи металевий по-
крив–повітря). Заданими вважаємо поверхневі натяг та енергію і фізичні характе-
ристики матеріалів у рівняннях стану (4) і (5). Використовуємо розв’язок (13) за-
дачі (1)–(12) і системи співвідношень (14)–(17). 

2. На другому етапі співвідношення розподілів потенціалів та механічних 
напружень ϕ, σx, σy типу (13) для кожного з металів підставляємо у контактні 
умови (21) і знаходимо аналітичні вирази розв’язку контактної задачі, тобто ϕ+, 
σx+, σy+, ϕ–, σx–, σy– для системи метал–металевий покрив. 

3. Підставляємо розв’язки контактної задачі у (18), (20) і визначаємо між-
фазні фізичні величини γm, σm, Aаd, γаd для приповерхневого шару “метал–покрив”. 

4. Фізичні величини γm, σm, Aаd, γаd (визначені на попередньому етапі 3) за-
лежать від E+ і E– . Для обчислювальної оптимізаційної процедури, як початкове 
значення модуля Юнґа, вибираємо середнє E0 = (E+ + E–)/2. 

5. Як тестові вибираємо числові значення енергії адгезійних зв’язків γаdV, 
отримані у праці [4] на основі діелектричного формалізму і теорії поверхневих 
плазмонів (колективних збуджень електрон-іонної системи). Зіставляємо γаdV з 
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аналогічним γаdY, отриманим із розв’язку контактної задачі (етап 3), і визначаємо 
відносну непевність (нев’язку) за виразом 

 
| |

;      .
2

adY adV adV adY
adC

adC
γ

γ − γ γ + γ
δ = γ =

γ
 (22) 

6. У вираз (20) для γаdY замість E+ і E– згідно з п. 3 і 4 алгоритму підставляє-
мо E0, перевіряємо співвідношення (22). У випадку невиконання цього співвідно-
шення послідовними наближеннями (змінюючи значення E0 на величину ∆E) пов-
торюємо обчислення, поки нев’язка δγ не зменшиться до εγ (вибирали εγ = 10–4): 

 / 0,      .adY adV adC adY adVγ γδ = γ − γ γ < ε ⇒ γ ⇒ γ  (23) 

При цьому E0 ⇒ E∗, що характеризує міжфазний шар. 
Розрахунки фізичних величин. Наведений алгоритм визначення характе-

ристик матеріалу ξ, k, b, h застосовано для заліза, міді, алюмінію та хрому (бездо-
мішкового металу в твердому стані при температурі 20°С і атмосферному тиску  
p = 100 кПа). Використовуємо результати теоретичних і експериментальних дос-
ліджень для σh, γ, E, ν, ρ, ω [3, 9–13]: 
 E+ = 211 GPa;    ν+= 0,29;    ρ+ = 7874 кг/м3;    ω+ = 1,698⋅1029 1/м3; 
 σh+ = 2,913 Н/м;    γ+= 2,680 Дж/м2 (Fe) ; 
 E–= 132 ГПа;    ν–= 0,34;    ρ– = 8920 кг/м3;    ω–= 8,45⋅1028 1/м3;     
 σh–= 2,16 Н/м;    γ–= 1,992 Дж/м2 (Cu) ; 
 E– = 70 ГПа;    ν– = 0,35;    ρ– = 2700 кг/м3;    ω–= 18,6⋅1028 1/м3; 
 σh– = 1,22 Н/м;    γ–= 1,043 Дж/м2 (Al) ; 
 E– = 279 ГПа;    ν– = 0,21;    ρ– = 7190 кг/м3;    ω–= 8,33⋅1028 1/м3; 
 σh–= 2,51 Н/м;    γ–= 1,854 Дж/м2 (Cr).  (24) 
Тут ω+, ω– – концентрація вільних електронів. 

Для розв’язування оберненої задачі визначення ефективного модуля Юнґа 
E∗ та енергетичних характеристик міжфазного шару використаємо результати 
оцінювання енергії адгезійних зв’язків γadV із праці [4] і відповідні значення E0, 
отримані на основі (24): 

γadV (Cu, Al) = 3,1 Дж/м2,      E0(Cu, Al) = 94,5 МПа; 
γadV (Fe, Cr) = 4,8 Дж/м2,       E0(Fe, Cr) = 245 МПа; 
γadV (Fe, Cu) = 4,0 Дж/м2,      E0(Fe, Cu) = 165 МПа.  (25) 

Фізичні характеристики ξ, k, b, h для металів за їх контакту з інертним газо-
вим середовищем, отримані в результаті розрахунків, подані у табл. 1. 

Таблиця 1. Характеристики ξ, k, b та ефективна товщина міжфазного шару h 
металів, які контактують з інертним газовим середовищем 

Метали ξ k, 1/м b, 1/В H, нм 
Al 1,253 2,97 ⋅ 1010 0,251 0,471 
Cu 0,618 1,59 ⋅ 1010 0,195 0,822 
Fe 0,838 2,31 ⋅ 1010 0,214 0,591 
Cr 2,860 1,48 ⋅ 1010 0,085 0,878 

З використанням даних табл. 1 розраховано ефективний модуль Юнга E∗ та 
енергетичні характеристики міжфазного шару: роботу адгезії Aad, міжфазний на-
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тяг σm та міжфазну енергію γm для систем контактуючих металів. Результати роз-
рахунків подано у табл. 2. 

Таблиця 2. Модуль Юнґа E∗ та енергетичні характеристики міжфазного шару  
для систем контактуючих металів 

Системи E∗, МПа Aad, Н/м σm, Н/м γm, Дж/м2 
Cu–Al 94,5 ⋅ 1,2334 = 116,6 3,367 0,183 0,168 
Fe–Cr 245 ⋅ 0,95 = 232,8 5,313 0,383 0,350 
Fe–Cu 165 ⋅ 0,91 = 150,8 4,343 0,730 0,672 

Обговорення результатів. Для визначення фізичних характеристик між-
фазного шару застосовуємо концепцію суцільності, що дає змогу перейти від ге-
терогенної системи контакту двох середовищ з ідеальною границею розділу, яку 
розглядали раніше [4, 5], до перехідного шару з ефективними характеристиками. 

Як тестові використовуємо результати оцінювання енергії адгезійних зв’яз-
ків γаdV, отримані на основі діелектричного формалізму з використанням уявлень 
про колективні збудження електрон-іонної системи (поверхневі плазмони), які 
достатньо коректні і близькі до результатів, отриманих на основі теорії функціо-
налу електронної густини [4]. 

Cпіввідношення (23) трактуємо як оптимізаційний критерій для обчислення 
ефективного значення модуля Юнґа міжфазного шару, а також для уточнення зна-
чень його енергетичних характеристик – міжфазних натягу та енергії і роботи адгезії. 

ВИСНОВКИ 
На основі підходів механіки деформівного твердого тіла та фізики твердого 

тіла розвинуто математичну модель для визначення фізичних величин, які харак-
теризують перерозподіл електронів провідності і відповідних їм механічних нап-
ружень у приповерхневому шарі системи метал–металевий покрив. 

Розв’язано контактну задачу для границі розділу “метал–покрив”, проведено 
оцінювання енергетичних характеристик приповерхневого шару: міжфазних на-
тягу та енергії, роботи адгезії, енергії адгезійних зв’язків. За цими характеристи-
ками можна визначати адгезійну міцність (зчеплення). 

Сформульовано обернену задачу визначення модуля Юнга за енергією адге-
зійних зв’язків, розроблено алгоритм її розв’язання і в результаті, як приклад, об-
числено ефективні значення модуля Юнга та енергетичні характеристики між-
фазного шару для трьох систем контактуючих металів: “Al, Cu”, “Fe, Cr”, “Fe, Cu”. 

Сформульовано критерій оптимізації, в який входить, з одного боку, енергія 
адгезійних зв’язків, отримана в результаті застосування методу малого параметра 
до нелінійної задачі механіки деформівного твердого тіла, з іншого – енергія ад-
гезійних зв’язків, яка є результатом теорії адгезії контактуючих середовищ, що 
базується на діелектричному формалізмі. 

У результаті обчислень з використанням критерію оптимізації для контак-
туючих середовищ отримано, що в системі “Al–Cu” модуль Юнґа E∗(Al, Cu) 
більший порівняно із середнім значенням на 23,3%, E∗(Fe, Cr) менший за середнє 
значення на 5%, а E∗(Fe, Cu) менший за середнє значення на 9%. 

Розроблену методику розв’язування оберненої задачі в теорії адгезійних 
ефектів і відповідний критерій оптимізації надалі можна використати для уточ-
нення фізичних характеристик приповерхневих шарів інших контактуючих сере-
довищ. Описані підхід та обчислювальну процедуру можна застосувати для ви-
значення інших фізичних характеристик – питомої електроємності “debris-шару”, 
адгезійної міцності зчеплення контактуючих середовищ тощо. 
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