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Тернопільський національний економічний університет 

 
МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ДИНАМІКИ ПУЛЬСУ ТА ТИСКУ ПРИ ОЦІНЦІ 

ДОПУСТИМОСТІ ФІЗИЧНИХ НАВАНТАЖЕНЬ  
 
В даній роботі представлено математичну модель динаміки пульсу та тиску при оцінці допустимості 

фізичних навантажень, яку можна використовувати для прогнозування рівнів основних показників при 
проходженні процесу реабілітації після захворювань серцево-судинної системи. Проведено ідентифікацію даної 
моделі та доведено адекватність.  

Ключові слова: математична модель, серцево-судинна система, ідентифікація, прогноз, артеріальний 
пульс, артеріальний тиск. 

 
O.V. VOVKODAV, P.M. PASICHNYK 

Ternopil National Economic University 
 

Mathematical models of the dynamics of pulse and pressure when assessing the acceptability of physical activity 
 
In this paper a mathematical model of the heart rate and pressure in assessing the admissibility of physical activities that can be 

used to predict the levels of key indicators during the passage of the rehabilitation after diseases of the cardiovascular system is presented. 
The identification of this model is conducted and proved adequate. 

Keywords: mathematical model, cardiovascular system, identification, predict, heart rate, blood pressure. 
 

Вступ 
На початковій стадії реабілітації після завершення лікування захворювань серцево-судинної 

системи організм починає адаптуватися до дозованих фізичних навантажень. При цьому навіть тривалі 
функціональні навантаження, які для здорового організму не спричиняють змін пульсу та тиску, суттєво 
збурюють серцево-судинну систему хворого, спричиняючи збільшення значень пульсу та тиску. В процесі 
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реабілітації важливо дозувати фізичні навантаження таким чином, щоб забезпечити тренування серцево-
судинної системи із помітним нетривалим ростом пульсу та тиску, не допускаючи перевищення їх 
субмаксимальних значень. 

 
Постановка задачі 

Емпіричні планування програми реабілітації на початковій стадії реабілітації може приводити до 
виходу за межі оптимального максимуму навантажень для конкретного організму. Математичне 
моделювання динаміки пульсу та тиску під дією фізичного навантаження для цього періоду реабілітації 
дозволяє випробувати різні види навантажень попередньо на математичній моделі і, лише відібравши 
оптимальну конфігурацію, включати їх в програму реабілітації. На сьогоднішній день в літературі не 
розглядаються математичні моделі реакції серцево-судинної системи на дозовані фізичні навантаження на 
початковій стадії реабілітації. Зокрема в роботі [1] побудована модель толерантності до субмаксимальних 
фізичних навантажень орієнтованих на використання велоергометрії. В роботах [2-5] описано ряд 
феноменологічних моделей які включають параметри, що важко вимірюються в умовах реабілітації. Тому 
вони мають лише теоретичне значення. Таким чином, побудова моделі динаміки пульсу та тиску при оцінці 
допустимості фізичних навантажень складає актуальну задачу, розв’язанню якої присвячена дана робота. 

 
Математична модель динаміки пульсу та тиску 

Клінічна практика проходження процесу реабілітації після захворювань серцево-судинними 
захворюваннями передбачає лише аналіз пульсу та тиску. При цьому інформативнішою складовою даного 
аналізу є артеріальний тиск. Це обумовлене тим, що на перших етапах процесу реабілітації хворий може 
отримувати певну частину антикоагуляційних препаратів, які, розріджуючи кров, дестабілізують значення 
артеріального пульсу [6]. Для побудови адекватної структури моделі проведені експерименти 
використовуючи тест ходьби із тривалостями rt . В клінічній практиці часто фіксують значення пульсу та 
тиску після ходьби тривалістю 3, 6, та 9 хв. Оскільки при дії фізичних навантажень значення пульсу H та 
тиску P зростають від нормальних значень 0H , 0P  із їх відновленням після припинення навантажень 

будемо моделювати прирости h , p пульсів та тисків: 

0HHh −=       (1) 

0PPp −=       (2) 
Аналіз отриманих даних виявив, що значення h , p  зростають при збільшенні тривалості 

виконуваної роботи за степеневим законом. Це дозволило ввести наступну характеристику втомлюваності 
організму хворого: 
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Вважаємо, що після припинення ходьби втомлюваність дорівнює 0. При виконанні роботи, 

втомлюваність зростає за степеневим законом, де α  характеризує стан організму, а 10 >>r  – деякий 

додатковий параметр. Аналіз процесу росту параметрів h , p  при виконуваній роботі дозволив допустити 
пропорційність швидкості цього росту похідній від функції втомлюваності.  

Для поєднання різних характерів зміни приростів параметрів h , p  при виконанні роботи та при її 
відсутності використаємо перемикачі факторів впливу на ці процеси, що базуються на функції 
втомлюваності. Зокрема фактор зростання параметрів доповнимо множником: 
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а фактор стабілізації, множником )(1 tI− . При цьому:  





>
<

≈
r

r

tt
tt

tI
,0
,1

)(
      (5) 

Враховуючи наведені допущення, отримуємо для опису динаміки h , p  наступну задачу Коші для 
сукупності диференціальних рівнянь: 
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де  1A , 1B  – показники впливу динаміки ходьби на зміни пульсу та тиску, 2A , 2B  – показники 

швидкості відновлення організму після припинення ходьби, 3A , 3B  – коефіцієнти степенів впливу пульсу 
та тиску на процес відновлення організму після припинення ходьби. 

 
Ідентифікація математичної моделі динаміки пульсу та тиску 

Для здійснення формалізації опису процесу ідентифікації введемо вектор C
r

 невідомих параметрів 
моделі (6)-(9):  

),,,,,,( 321321 BBBAAAC =
r

     (10) 
Розв’язання системи диференціальних рівнянь здійснюємо за допомогою неявного методу Гіра 5-го 

порядку. Процедуру ідентифікації параметрів системи диференціальних рівнянь здійснимо на основі 
середньоквадратичного критерію: 
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      (12) 
на основі алгоритму Левенберга-Марквардта із використанням методу дзеркальних відображень, що 
запропонований Ю. Піговським [7]. 

Динаміка пульсу та тиску зафіксована при виконанні тесту ходьби деякого пацієнта на чотирьох 
етапах початкового періоду реабілітації представлена в таблиці 1.  

 
Таблиця 1 

Рівні значень пульсу (H1-H4) та тиску (P1-P4) 
t H1 H2 H3 H4 P1 P2 P3 P4 
0 65 64 62 60 120 118 115 110 
3 68 69 70 66 122 125 120 117 
6 75 76 80 68 127 130 128 120 
9 85 92 90 80 140 138 135 125 

12 64 65 72 64 118 121 120 112 
15 60 62 70 60 120 117 116 110 
18 58 62 64 58 120 120 110 111 
21 59 60 63 59 120 119 109 110 

 
Ці дані були використані для ідентифікації моделі (6)-(9). При цьому значення параметрів 

200 =r , 233 == BA  підібрано експериментально за окремою процедурою. 
Результати ідентифікації моделі (6)-(9) на основі таблиці 1, а також рівні максимальних похибок 

представлено в таблиці 2 
 

Таблиця 2 
Отримані значення коефіцієнтів та похибок під час проведення ідентифікації 

Етапи реабілітації  
1 2 3 4 

A1 0,3801 0,4988 0,4197 0,3140 
A2 0,2553 0,3131 0,0801 0,2537 
B1 0,3947 0,3524 0,3197 0,2988 
B2 0,8814 0,3956 0,0837 0,9294 
max_Err H, (%) 3,90 2,44 7,79 5,06 
max_Err P, (%) 1,58 3,16 3,88 3,75 

 
Як видно з аналізу таблиці 2 максимальна похибка по пульсу склала 7,79%, а по тиску – 3,88%. 

Отримані результати свідчать про адекватність розробленої математичної моделі, та можливість її 
використання для прогнозування значень пульсу та тиску на протязі початкового періоду реабілітації. 

Графічно результати ідентифікації першого та останнього експериментів представлено на рисунках 1-2. 
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Рис. 1. Ідентифікація рівнів пульсу (а) та тиску (б) першого експерименту 
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Рис. 2. Ідентифікація рівнів пульсу (а) та тиску (б) останнього експерименту 

 
 

Прогнозування параметрів  
серцево-судинної системи 

Після ідентифікації отриманої 
математичної моделі, та доведення її адеватності, 
приступимо до прогнозування реакції організму на 
фізичне навантаження використовуючи для 
ідентифікації вимірювання попереднього періоду. 
Отримані прогнозні рівні пульсу та тиску 
представлено в таблиці 3. 

Максимальні відносні похибки 
побудованих прогнозів представлено в таблиці 4. 

Прогнозувати динаміку процесу 
реабілітації можна ідентифікувавши модель лише 
по спостереженню першого етапу. При цьому 
максимальні похибки будуть дещо більшими і 
складатимуть ~15% по пульсу та ~10% по тиску. 

Графічно прогнозована реакція організму 
зображена на рисунках 3-4. 
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Рис. 3. Графічне представлення прогнозованої реакції пульсу (а) та тиску (б) для другого етапу 
 

Таблиця 3 
Прогнозовані рівні пульсу та тиску 

2H~  3H~  4H~  2P~  3P~  4P~  
66,53 70,33 77,85 118,28 119,45 121,63 
70,06 74,87 80,75 121,63 122,66 124,17 
76,69 83,18 86,25 127,27 128,57 128,59 
91,96 101,80 99,03 139,36 141,89 138,19 
72,74 75,42 83,80 118,87 123,55 122,81 
67,63 71,21 78,94 118,51 120,16 121,90 
67,13 70,81 78,45 118,43 119,84 121,78 
66,94 70,66 78,27 118,39 119,72 121,73 

 
Таблиця 4 

Максимальні рівні похибок прогнозних значень 
 Етапи реабілітації 
 1 2 3 
max_Err H, (%) 11,90 10,70 11,11 
max_Err P,(%) 2,69 3,93 2,61 
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Рис. 4. Графічне представлення прогнозованої реакції пульсу (а) та тиску (б) для четвертого етапу 

 
Висновки 

В даній роботі проаналізовано існуючі математичні моделі серцево-судинної системи людини з 
використанням фізичного навантаження. Оскільки жодна із моделей не може бути використана для процесу 
реабілітації хворих, була розроблена нова математична модель, яка дозволяє прогнозувати реакцію пульсу 
та тиску на фізичне навантаження для проходження процесу реабілітації після серцево-судинних хвороб 
хворих які направлені на подальше лікування у санаторно-профілактичні заклади. Проведено ідентифікацію 
моделі на основі алгоритму Левенберга-Марквардта із використанням методу дзеркальних відображень. 
Результати чисельних експериментів підтвердили адекватність побудованої моделі.  
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