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ФРАКТАЛЬНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ФІНАНСОВИХ ЧАСОВИХ РЯДІВ 
 
Розкрито фрактальні характеристики фінансових часових рядів.  Зазначається, що фундаментальними 

фрактальними  характеристиками  часового  ряду  є  показник  Херста  H,  індекс  фрактальності  μ,  розмірність 
Хаусдорфа D, спектральний показник b. Наведено значення варіацій фрактальної розмірності у табличній формі. 
Доведено,  що  при  однаковій  кількості  даних,  індекс  фрактальності  повинен  обчислюватися  більш  точно,  ніж 
показник  Херста,  оскільки  для  його  визначення  використовується  мінімальне  і,  отже,  оптимальне  покриття 
тимчасового ряду. 
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FRACTAL CHARACTERISTICS OF FINANCIAL TIME SERIES 
 
Opened fractal characteristics of financial time series. It is noted that the fundamental characteristics of fractal time series is the 

Hurst  exponent  of H, M  index  of  fractal,  the Hausdorff  dimension  of  the D,  the  spectral  index  b. The  values  of  the  fractal  dimension  of 
variation in tabular form. It is proved that with the same amount of data, fractal index should be calculated more precisely than the Hurst 
exponent, since its definition using the minimum and, therefore, the optimal coating time series. 
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Постановка проблеми 
 У рамках сталого сучасного розвитку економіки України, питанням вивчення фінансових часових 

рядів займалося чимало, як зарубіжних так і вітчизняних науковців [1, 2], проте, економічна теорія, що 
склалася в умовах сьогодення, довела неспроможність і неадекватність традиційних лінійних моделей 
поведінки ринків. Досвід кількох останніх років показує, що динаміка економічних процесів і явищ носить 
нелінійний і, найчастіше, хаотичний (непередбачуваний) характер. На основі цього, постає актуальне питання 
пошуку альтернативних методів моделювання із застосуванням нестандартних математичних апаратів. 

Ступінь дослідження в науковій літературі 
Витоки досліджень стосовно фрактальних характеристик часових рядів датуються XIX століттям. У 

1875 році математик з Оксфорда Генрі Сміт винайшов кантову безліч (перевідкрита німецьким математиком 
Георгом Кантором у 1883 році). 

Щодо сучасних досліджень, глобальним внеском служить робота англійського фізика Л. Річардсона 
[3], котрий досліджував природні фрактали, а саме задачу про берегову лінію. 

Впровадженням теорії фракталів в економіку, ще з 80-х років ХХ ст., активно займалися багато 
західних учених, в той час як вітчизняні дослідники стали розглядати цю теорію порівняно недавно. 
Застосування фрактального аналізу в економіці описано в працях таких видатних дослідників, як 
Б.Мандельброт, Е.Петерс, В. Арнольд, П. Берже, І. Помо, К. Відаль, Г. Шустер, Р. Мантень, Х. Стенлі, В. 
Чоу, Д. Сорнетт, А.Ю. Лоскутов, А.С. Михайлов, Н.В. Чумаченко, А.І. Лисенко та ін. 

Проте, варто наголосити, що незважаючи на масштабність досліджень питання виділення 
фрактальних властивостей фінансових часових рядів та їх аналізу є актуальним та потребує подальших 
досліджень. 

Актуальність дослідження 
Сучасні дослідження, у рамках економіко-математичної науки, поділяються на різні напрямки 

вирішення питання аналізу фінансових часових рядів. До їх числа варто віднести: генетичні алгоритми, які 
характеризуються застосуванням випадкового підбору, комбінування і варіації шуканих параметрів із 
використанням механізмів, аналогічних природному відбору в природі [4]; нейронні мережі, які побудовані 
за принципом організації та функціонування біологічних нейронних мереж – мереж нервових клітин живого 
організму [5]; нечіткі методи, в основі яких лежить нечітка множина, як об'єкт з функцією приналежності 
елемента до безлічі, що приймає будь-які значення в інтервалі , а не тільки 0 або 1 [6]; та багато інших. 
Проте, важливо зазначити, що при аналізі ринкової динаміки жоден із наведених методів не може врахувати 
таку властивість ринку, як самоорганізація, тому застосування даних методів, для вирішення питання є не 
актуальним. Дану проблему, в певній мірі, дозволяє вирішити теорія фракталів. 

Масштабність фінансових часових рядів з фрактальними властивостями вимагає застосування 
єдиного універсального механізму, який приводить до аналізу фрактальності динамічних процесів, що 
виникають в економічних системах. Пошук такого механізму є одним з найактуальніших завдань науки 
сьогодення. 

Мета дослідження 
Розкрити фрактальні характеристики фінансових часових рядів. Навести значення варіацій 
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фрактальної розмірності. Проаналізувати, якість обчислення фрактальних показників та визначити найбільш 
оптимальний по швидкодії та точності показник.  

Виклад основного матеріалу 
Часовим рядом називають послідовність вимірювань , яка, як правило, впорядкована 

за часом [7]. 
Фінансовий часовий ряд – це послідовність, що описує поведінку певного ринкового процесу [8]. У 

ряді робіт [9, 10] було проведено аналіз деяких фінансових рядів і показано, що багато які з них мають 
кінцеву ємність. Таким чином, ці ряди можуть бути описані звичайним диференціальним рівнянням 
кінцевого порядку. 

Фундаментальними фрактальними характеристиками часового ряду є показник Херста H, індекс 
фрактальності μ, розмірність Хаусдорфа D, спектральний показник b [11]. 

У 1951 англійський гідролог Гарольд Едвін Херст запропонував основний метод вивчення 
фрактальної структури фінансових ринків – R/S-аналіз, або метод нормованого розмаху. [12] 

Існує дві варіації фрактальної розмірності –  і . Так, фрактальну розмірність  (  – це оцінка 
ступеня злому ряду) визначають за формулою: 

 (1)
Б. Мандельброт в своїй роботі [11] показав, що фрактальна розмірність є зворотною величиною від 

показника Херста (коефіцієнт Hurst – ). Наприклад, при  фрактальна розмірність дорівнює 
, а при  фрактальна розмірність дорівнює . 

Таким чином, фрактальну розмірність відповідно до Б. Мандельброта, що позначається буквою  (  
– це розмірність простору ймовірностей, тобто оцінка товщини хвостів у функції щільності ймовірності) 
розраховують за формулою: 

 (2)

 
Таблиця 1  

Значення варіацій фрактальної розмірності 
Позначення 

Найменування 
Пряма лінія Випадковий ряд 

Нескінчений лінійний 
тренд 

Показник Херста (Н)    
Фрактальна розмірність D    
Фрактальна розмірність А    

 
Показник Херста визначається на відрізку , і розраховується у наступних межах[13]:  
- якщо  – ціни є фракталами, підтверджується справедливість Fractal Market 

Hypothesis (FMH), мають місце «важкі хвости» в розподілі змінних, персистентні серії, тобто позитивна 
кореляція в зміні цін, присутній чорний шум, який свідчить про наявність трендів на ринку; 

- якщо  – ціни є випадковими, підтверджується справедливість Efficient Market 
Hypothesis (EMH), рух цін на фінансові активи є прикладом випадкового броунівського руху (процесу 
Вінера), тимчасові ряди, як правило, нормально розподілені, відсутня кореляція в зміні вартості активів 
(пам'ять), підтверджується наявність білого шуму; 

- якщо  – ціни є фракталами, підтверджується справедливість FMH, мають місце 
«важкі хвости» в розподілі змінних, антіперсистентні серії, тобто негативна кореляція в зміні цін, рожевий 
шум з частими змінами напрямку руху цін. 

Теорію броунівського руху побудував у 1905 р. Альберт Ейнштейн [14]. За точку відліку Херст взяв 
формулу із зазначеної роботи Ейнштейна: 

 (3)
де   – відстань, пройдена броунівською часткою за час , 

 – показник часу. 
Згідно (3) броунівська частка просувалася на відстань, рівну квадратному кореню часу, 

витраченому на це просування. 
Розрахунок показника Херста можна провести за такою формулою: 

 (4)

звідси 

 (5)

де   – показник Херста; 
N – число періодів спостережень; 
a – задана константа, позитивне число, є константою. Херст емпірично розрахував цю константу для 



Sharing the experience and technologies 

190 ISSN 2219-9365  Measuring and Computing Devices in Technological Processes Issue 3’ 2016 (56)
 

порівняно короткострокових часових рядів природних явищ як 0.5; 
 – середньоквадратичне відхилення ряду спостережень : 

 (6)

де   – Середнє арифметичне число спостережень за  періодів: 

 (7)

 – розмах накопиченого відхилення , даний показник є найбільш важливим елементом 
показника Херста, його обчислюють за формулою: 

 (8)
де   – накопичене відхилення ряду х від середнього : 

 (9)

Однак якщо в якості константи  використовувати число , то при невеликій кількості 
спостережень  показник Херста має схильність навіть на випадкових рядах оцінювати їх як персистентні, 
тобто, як ті, що володіють трендами, завищуючи . Тому для подальшого дослідження ринкових рядів 
необхідно використовувати константу . 

Показник Херста для часових рядів має змістовний сенс. Значення  і  показують про ступінь 
«злому», «зазубреності» часового ряду. 

Однак, незважаючи на повсюдне використання в різних областях аналізу даних, для обчислення 
показника Херста потрібна велика вибірка даних. 

Поняття фрактальної характеристики або індексу фрактальності ввів у 2006 році Н.В. Старченко 
[15]. Дана характеристика дозволяє оцінити фрактальну розмірність часового ряду на вибірці з кількох 
десятків відліків. 

Для функції , що визначена на відрізку , та яка має деяке кінцеве число точок розриву 
першого роду. Задамо рівномірний розподіл відрізка 

 (10)

де   

Введемо позначення: 
 (11)

Величина  – це амплітудна варіація функції , яка відповідає масштабу розбиття  на 

відрізку . 
Загальна площа мінімального покриття визначається, як 

 (12)
Оскільки , то  

При помноженні (11) на  спостерігається наступна залежність: 
 (13)

це говорить про наявність фрактальної розмірності  для , причому , тобто 
 (14)

де   – це індекс фрактальності. 
Виходячи з того, що амплітудна варіація функції , яка відповідає масштабу розбиття  на 

відрізку , швидко виходить на статечний асимптотичний режим, індекс  вимагає на два порядки 
менше даних в порівнянні з іншими фрактальними параметрами. Теоретично, при однаковій кількості 
даних, індекс фрактальності повинен обчислюватися більш точно, ніж показник Херста, оскільки для його 
визначення використовується мінімальне і, отже, оптимальне покриття тимчасового ряду. 

Висновки з даного дослідження і перспективи подальших розвідок у даному напрямку. 
Послідовність, що описує поведінку певного ринкового процесу, являє собою фінансовий часовий ряд. Рухи 
цін більшості фінансових інструментів зовні схожі, на різних масштабах часу і ціни. За зовнішнім виглядом 
графіка, неможливо визначити, чи належать дані до тижневих, добових або ж годинних змін. Це головний 
аспект фрактальності. Фінансові часові ряди з фрактальною структурою, відрізняються нелінійною 
динамікою, хаотичністю, нестаціонарністю, невизначеністю та значним рівнем зашумленості. 
Фрактальними характеристиками часового ряду є показник Херста H, індекс фрактальності μ, розмірність 
Хаусдорфа D, спектральний показник b. Теоретично, при однаковій кількості даних, індекс фрактальності 
повинен обчислюватися більш точно, ніж показник Херста, оскільки для його визначення використовується 
мінімальне і, отже, оптимальне покриття тимчасового ряду. 

Перспективи подальших розвідок у даному напрямку дослідження базуються на методиці 
прогнозування фінансових часових рядів з фрактальними властивостями за допомогою лінгвістичного 
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моделювання. Лінгвістичні моделі допомагають виявляти закономірності, встановлювати взаємозв'язки і 
взаємозалежності між фактами. Лінгвістичне моделювання, за своїм складом, є складним механізмом в 
основі якого лежить лінгвістична модель, як комплексне поняття зі складною структурою і великою 
типологією. 
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