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Аннотация. Приведены осреднённые уравнения главного момента внешних 

объёмных и поверхностных сил для твёрдой и воздушной фаз в воздухосмеси примени-

тельно к вертикальному пневмосепарационному каналу с параллельными жёсткими 

стенками. Уравнения учитывают вихревое движение воздушного потока, тензор эффек-

тивных напряжений твёрдой фазы и мгновенные силы ударов между твёрдыми части-

цами и жёсткой границей потока. 
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Постановка проблемы. Нами, совместно со специалистами института маслич-

ных культур УААН, разработаны контейнерная технология уборки и эксперименталь-

ное оборудование для послеуборочной обработки гибридов семян подсолнечника роди-

тельских форм и первой репродукции [1, 2, 3, 4].  

Наименее изученными процессами в технологии послеуборочной обработки яв-

ляются сепарирование и подготовка поверхности семян обеспыливанием в турбулент-

ном воздушном потоке перед протравливанием и инкрустацией. Основной характери-

стикой турбулентного течения является беспорядочный, хаотический характер турбу-

лентных пульсаций. Последовательное и полное решение проблемы турбулентности 

возможно путем применения методов статистической механики. 

Анализ последних исследований. При исследовании процесса сепарации зерново-

го вороха в вертикальном воздушном потоке обычно на основании второго закона 

Ньютона составляются дифференциальные уравнения, где учитываются только сила 

тяжести семян и сила сопротивления воздушного потока [4,5]. При исследовании про-

цесса пневмотранспортирования на зерноперерабатывающих предприятиях [6] рас-

сматривают двухкомпонентный дисперсионный поток. Авторы обращают внимание о 

возникновении дополнительных трудностях, связанных с необходимостью рассмотре-

ния двухфазного потока как сплошной среды. Большой интерес представляет моногра-

фия [7], где вместо широко применяемых пространственного и временного методов 

осреднения случайных полей гидродинамических величин используется метод вероят-

ностного осреднения. Сочетание этого метода с элементами теории обобщённых функ-

ций позволяет построить систему осреднённых по вероятности динамических уравне-

ний для континуумов, моделирующих жидкую и твёрдую фазы. Однако в работе рас-
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сматриваются процессы, происходящие только при горизонтальном транспортировании 

взвесенесущих потоков в цилиндрической трубе, а в вертикальном канале, да еще с па-

раллельными стенками этот процесс будет иметь свою специфику. 

Цель исследования. Целью данной работы является определение статистической 

зависимости между параметрами двухфазного турбулентного вертикального воздушно-

го потока с беспорядочной хаотической пульсацией и движением обрабатываемых се-

мян при их взаимодействии между собой с воздушными потоками и жесткой границей 

канала. 

Основная часть. В пневмосепарационном канале воздушная смесь является тур-

булентным двухфазным потоком. Смесь включает воздушную рабочую фазу, реализу-

ющую технологический процесс, и твёрдую обрабатываемую фазу. Вследствие прили-

пания воздуха к поверхностям погруженных в него твёрдых частиц воздушную смесь, 

заполняющую ту или иную область пространства, можно рассматривать как неодно-

родную сплошную среду. Основное её отличие от однородной  заключается в том, что 

область, занятая неоднородной средой, содержит границу раздела фаз как сингулярную 

(разрывную) поверхность относительно физических характеристик состояния среды, 

например плотности. Тогда как область, занятая однородной сплошной средой, не име-

ет таких поверхностей. Если же рассматривать воздушную или твёрдую фазы в отдель-

ности, то они не заполняют полностью весь объём, занятый воздушной смесью и по от-

ношению к нему не является сплошной средой. В этом случае граница раздела фаз ста-

новится сингулярной не только относительно физических характеристик состояния, но 

и гидродинамических – скорости и напряжений. Следовательно, гидродинамические 

характеристики фаз – разрывные функции координат и времени, поэтому не дифферен-

цируемые в рамках классического математического анализа. Для построения контину-

альной модели движения той или иной фазы достаточно перейти от разрывных функ-

ций физических и аэродинамических характеристик этой фазы к непрерывным функци-

ям характеристик во всей области, занятой воздушной смесью, и дифференцируемым в 

пространстве и времени. Воздухонесущие потоки турбулентны и любой метод осред-

нения позволяет перейти от исходных разрывных характеристик движения фаз к осред-

нённым непрерывным. Поэтому уравнения для потоков рассматриваемого класса целе-

сообразно составить методом вероятностного осреднения, нашедшим широкое приме-

нение в современной теории турбулентности [7, 8]. При составлении осреднённых 

уравнений воздухонесущего потока методом вероятностного осреднения возникают 

определенные математические трудности. Однако эти трудности преодолеваются в 

рамках теории обобщённых функций, обладающих рядом ценных свойств и расширя-

ющих возможности классического математического анализа [9, 10]. 

Для описания процесса пневмосепарации и обеспыливания семян в вертикаль-

ном сепарационном канале применим метод вероятностного осреднения для двухфаз-

ных потоков [7].  

Применение закона изменения момента количества движения к произвольному 

конечному объёму гидросмеси V , ограниченному поверхностью S , приводит к сле-

дующим интегральным уравнениям в проекциях на оси координат iOx : 

 

0

V V V

V = V V

; , , 1,2,3.

ipl p l i ipl p l

ipl p l ipl p l

S S

d d
r u d K d r X d

dt dt

r u u n dS r n dS i p l   

      

      

  

 
                    (1) 
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где ipl   кососимметричный символ Кронекера; pr   компоненты радиуса-

вектора, характеризующего положение отдельных точек выделенного объёма V  отно-

сительно начала координат;   и , iu u плотность и компоненты вектора скорости 

воздушной смеси; 
0
iK   компоненты вектора плотности внутренних моментов количе-

ства движения воздухосмеси, обусловленных ориентированием моментов инерции 

несимметричных семян при вращении; iX  компоненты вектора массовых сил, дей-

ствующих на жидкую и твёрдую фракции; l  компоненты тензора мгновенных 

напряжений воздухосмеси; n   проекция внешней нормали к элементу поверхности 

dS  на ось Ox ; суммирование производится по повторяющемуся индексу 

    . Входящие в (1), величины 
0, , , , ,i i i lK u u X    заданы в области G , 

занимаемой пневмосмесью в пространстве  и времени, и являются функциями, позво-

ляющими использовать связь между характеристиками фаз и одноименной с ними ха-

рактеристикой смеси. Эти функции можно представить следующим образом [7]: 

 

     , , , ,k

k

x t x t x t G                                              (2) 

 

где k k   , k   индикатор фаз; индекс 1k   относится к воздушной, а 

2k   к твёрдой фазе. Функция k  как срезка характеристики   по области kG  опре-

делена во всей области G , равна k  при  , kx t G  и нулю при  , kx t CG , где 

kCG дополнение kG  к .G    

Выполняя преобразование [11] интеграла левой части уравнения (1), получим: 

 

V V

V = V.l
ipl p l ipl p

d du
r u d r d

dt dt
                                        (3) 

 

Для преобразования поверхностного интеграла в правой части (1) в объёмный 

интеграл учитывая (2) получим компоненты тензора напряжений воздухосмеси 

 ,i x t  в виде: 

 

       , ,, , , , ,l k l k k l

k k

x t x t x t x t G                          (4) 

 

Дивергенция тензора напряжений i  запишется: 

 

,
.

k ll l
k

kx x x





  

  

   
    

   
                                    (5) 

 

Учитывая (4) и (5) поверхностный интеграл в правой части (1) преобразуем к 

виду: 
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,
,

V

V
pk l

ipl p l ipl p k l

kS

r
r n dS r d

x x


  

 

 
      

  
                        (6) 

  

 

Подставляя выражения (3) и (6) в уравнение (1), учитывая (2) и выполняя преоб-

разования, получим: 

 

,

V V

0

,

V

V = V +

V .

k ll
ipl p ipl p l

p i
ipl k l ipl p l

k S

du
r d r X d

dt x

r dK
d r u u n dS

x dt
 

 







 
    

 

 
       

 

 

 

              (7) 

 

Осредняя по вероятности обе части уравнения (2) для статистического среднего 

значения любой гидродинамической характеристики взвесенесущего потока получаем [7]: 

 

     , , , .k k

k

x t x t x t                                         (8) 

 

где  ,x t   статистическое безусловное среднее значение  любой гидродина-

мической характеристики;  ,k x t   статистическое условное среднее значение 

этой характеристики;  ,k x t   математическое ожидание индикатора, равное вероят-

ности появления к-й фазы в заданной точке потока в фиксированный момент времени. 

Осредняя по вероятности подынтегральные выражения в (7) с учётом равенства 

(8) и 1, 1,/l p plr x      , получим: 

 

, 1,

V V

0

1, , ,

V

V = V +

V .

k l l

ipl p ipl p k k l

k

k i

ipl pl ipl p k k k l k

kS

d u
r d r X d

dt x

d K
d r u u n dS

dt
 



 

 

  
       

 
 

 
        
 
 

  

 

                 (9) 

 

К массовым силам iX  в нашем случае отнесем силы тяжести действующие на 

обе фазы равные ускорению свободного падения ig  и удельные на единицу массы ча-

стиц силы мгновенных ударов между частицами и о жесткую поверхность канала. 

Найдём плотность распределения рассматриваемых сил удара в пространстве с учётом 

того, что они дискретные и носят случайный характер.  

Пусть 
'
2G   область пространства – времени, занимаемая соударяющимися 

твёрдыми частицами. В качестве индикатора этой области введём функцию  * ,f x t , 

которая определена в G , равна единице, если   '
2,x t G , и нулю, если   '

2, ,x t CG  
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где 
'
2CG  дополнение 

'
2G  к G . Поскольку процесс взаимных соударений твёрдых ча-

стиц во взвесенесущем потоке носит случайный характер,  * ,f x t   случайная функ-

ция. Её вероятное среднее значение *f  в любой заданной точке  ,x t G  равно веро-

ятности того, что эта точка будет принадлежать области 
'
2G . Предположим, что задан-

ная в трёхмерной области взвесенесущего потока произвольная точка x  в данный мо-

мент времени t находится внутри какой-нибудь твёрдой частицы, столкнувшейся с од-

ной или несколькими окружающими её соседними частицами или с границей потока. 

Удельная, на единицу массы частицы, сила удара: 

 

'
2,

0

1 1
П ,2,i i

s

R dt
m




 

                                                 (10) 

 

где sm   масса твёрдой частицы; 
'
2,iR   компонента главного вектор сил реак-

ции, приложенных к данной частице со стороны контактирующих с ней твёрдых частиц 

или границы потока за время удара  . Случайная величина 2,П i  задана во всей области 

G , принимает значения, определяемые формулой (10), в области 
'
2G  и равняется нулю 

в 
'
2CG . Обозначив через 2,П i  вероятное условное среднее значение величины 2,П i  

при   2,x t G , аналогично (8) получим: 

 

2, 2, * 2,

2 2

1 1
П П П ,i i if 

 
                                 (11) 

 

где 2,П i  и 2,П i  вероятное безусловное и условное среднее значение вели-

чины 2,П i  при   '
2,x t G . 

 

Обозначим компоненты локальных главных векторов в фазах  

 

1, 1, 2,/ , ,i l i i iR x f R f                                       (12) 

 

где if  компонента вектора среднестатистической силы, действующей со сто-

роны воздуха на твердые частицы в единице объёма воздухосмеси. Полную силу if  

можно разложить на две составляющие: 

 
0

2 1, / ,i i if x f                                           (13) 

 

где 
0

if   сила гидродинамического межфазного взаимодействия, обусловленная 

обтеканием твёрдых частиц воздухом и отнесенная к единице объёма воздухосмеси, 
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включающая в себя силу сопротивления воздуха движению твёрдых частиц, силы Бассэ 

и Магнуса. 

Выразив 2,П i  через дивергенцию тензора эффективных среднестатистических 

напряжений твёрдой фазы 
*
i , обусловленных контактным силовым взаимодействием 

твёрдых частиц между собой и с границами потока, зависимость (11) запишем в виде: 

 
*

2,

2 2

1 1
П .i

i
x







  

                                                (14) 

 

Таким образом, на частицы воздушной фазы действует массовая сила ig , тогда 

как на частицы твёрдой фазы действуют массовые силы ig  и 2,П i .Поэтому входя-

щая в (9) массовая сила с учётом (14) равна: 

 
*

k,i 2

2 2

1 1
X .i

i kg
x






  

  
                                          (15) 

 

где 2k   символ Кронекера: 2 1k  , если 2k  , и 2 0k  , если 2k  . 

 

В уравнение (9) входит величина , ,k i ku u  , которую можно записать в виде: 

 

' '
, , , , , , ,k i k k i k k i ku u u u u u                                  (16) 

 

где 
' '
, ,,k i ku u  пульсационные составляющие мгновенных скоростей ,k iu  и ,ku  , 

' '
, , , , , ,, .k i k i k i k k ku u u u u u        

Подставляя вместо ,k iX  и , ,k i ku u   их выражения  (15) и (16) в уравнение 

(9), учитывая (10), (12), (13) и применяя к поверхностному интегралу формулу Остро-

градского, получим интегральные уравнения момента количества движения аэросмеси 

в проекциях на оси координат: 
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              (17) 

 

Приравняв к нулю из-за произвольности объёма V  подынтегральное выраже-

ние, получим осреднённые дифференциальные уравнения момента количества движе-

ния воздушной смеси. Вертикальный пневмосепарационный канал выполнен из парал-
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лельных жестких стенок, т.е. прямоугольного сечения. Из кинематики известно, что 

прямолинейное течение жидкости между неподвижными плоскими параллельными 

стенками вихревое, причём вектор   угловой скорости во всех точках нормален лини-

ям тока. Поэтому дифференциальные уравнения моментов количества движения разде-

лим по фазам, с получением уравнения воздушной фазы, описывающей вихревое дви-

жение смешенного потока. Для удобства индексы фаз 1k   и 2k   заменим на соот-

ветствующие индексы w  и s . 
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где sM  и wM   соответственно моменты количества движения твёрдой и воз-

душной фаз; wr   радиус вихря воздушного потока в вертикальном пневмосепараци-

онном канале. Входящие в (18) и (19) тензоры представляют собой добавочные напря-

жения, возникшие в турбулентном воздухонесущем потоке вследствие беспорядочных 

движений фаз.  

 

' '
, , ,Tk i k k k i ru u                                             (20) 

 

Полученные уравнения (18) и (19) описывают турбулентное движение соответ-

ствующей фазы как некоего континуума в статистическом смысле. Уравнения (18) учиты-

вает тензор эффективных напряжений твёрдой фазы 
*
i  и мгновенные силы ударов меж-

ду твёрдыми частицами и о жесткую границу потока. Дифференциальные уравнения мо-

ментов количества движения воздушной фазы (19) описывают вихревое движение воз-

душного потока с радиусом вихря wr . Для полного описания статистической модели 

двухфазного потока в пневмосепарационном канале следует использовать уравнения не-

разрывности фаз и уравнения количества движения фаз, полученные С.И. Крилем [7] 

Выводы. 

1. Применение методов статистической механики в сочетании с элементами тео-

рии обобщенных функций, позволило получить закономерности в форме дифференци-

альных уравнений моментов количества движения раздельно твёрдой и воздушной фаз 

с входящими тензорами добавочных напряжений, возникших в турбулентном потоке 

вследствие беспорядочных пульсационных движений воздушной фазы. Состояние 

твердой фазы учитывает мгновенные силы ударов между твёрдыми частицами  о жёст-

кую границу канала. Движение воздушной фазы описывает вихревое движение воз-
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душного потока. Если к этим закономерностям добавить уравнение неразрывности фаз 

и уравнение количества движения фаз, то получим полную статистическую  модель 

двухфазного потока в пневмосепарационном канале. 

2. Технологическим назначением полученной модели является определение ча-

стоты вращения тензора, возникших напряжений, обрабатываемых в турбулентном 

вертикальном потоке семян и их взаимодействие между собой, жесткой границей кана-

ла и воздушной фазой в зависимости от физических свойств  семян и технологических 

режимов процессов обеспыливания и сепарации. 

3. Дальнейшее использование разработанной статистической  модели для двух-

фазного потока будет использовано  для численных исследований различных вариантов 

технологических режимов процесса и различных видов семян.  
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STASISTIC MODEL OF TWO-PHASE AIR FLOW  

IN PNEUMOSEPARATION CHANNEL  

 

Didur V.A., Tkachenko A.V., Tkachenko V.A. 

 

Summary 

Averaged equations of basic moment of external volumetric and surface forces for sol-

id and air-phase in the air mixture concerning vertical pneumo-separation channel with paral-

lel rigid walls have been given. The whirling movement of air flow, tensor of solid phase ef-

fective  stress and instant forces ratcheting between solid particles and rigid flow line have 

been factored into equation.  

 

Key words: turbulent flow, two-phase flow, statistic hydromechanics, average out 

probability method, generalized functions. 
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