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ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІКИ 
ПРОСТОРОВОЇ СИСТЕМИ 
ПРИВОДІВ ІЗ ВРАХУВАННЯМ 
РОЗПОДІЛЕНОСТІ ЇЇ ПАРАМЕТРІВ 

 
Анотація. Викладено результати досліджень 

динамічних процесів, що протікають в просторовій системі 
приводів. Дослідження спрямовані на визначення динамічних 
характеристик системи, в яких присутні елементи з 
розподіленими параметрами, зокрема приводи, в яких 
спостерігаються поперечні коливання. Теоретично 
обґрунтовано та експериментально підтверджено наявність 
коливальних процесів виконавчого органу системи приводів 
технологічного комплексу. Комплекс включає верстат 
паралельної кінематики і систему маніпулювання. 
Теоретично описано поперечні коливання окремих приводів як 
систем з розподіленими параметрами. Використано динамічні 
моделі у вигляді балок на шарнірних опорах. Для кожної форми 
коливань визначені еквівалентні переміщення шарнірів 
системи. Розрахунки базуються на використанні повних 
еліптичних інтегралів Лежандра другого роду. У результаті 
розрахунків визначено сумарні динамічні переміщення шарнірів 
приводів і відповідні їм еквівалентні переміщення виконавчого 
органу технологічного комплексу.  

Результати розрахунків дано у порівнянні з 
експериментальними даними. При цьому визначені кількісні 
параметри коливальних процесів, зокрема амплітуди і 
частоти коливань. Обґрунтовано висновок про вплив першої 
та другої форм коливань приводів на коливання виконавчого 
органу та відповідність частот коливань виконавчого органу 
та окремого приводу. 

Ключові слова: Технологічний комплекс, приводи, згинні 
коливання, переміщення шарнірів, частота, розрахунок, 
експеримент, відповідність. 

  
Вступ. Технологічне обладнання на 

основі просторової стрижневої системи 
приводів має високу ефективність. З метою 
підвищення якісних показників технологічного 
обладнання необхідно вдосконалити його 
динамічні характеристики. Тому дослідження 
динамічних характеристик технологічного 
обладнання є актуальним. 

Проблема в загальному вигляді 
полягає у визначенні динамічних характеристик 
просторової стрижневої системи приводів. 

Проблема пов’язана із важливими 
науковими і практичними завданнями 
розвитку високоефективного технологічного 
обладнання, зокрема, обладнання для 
маніпулювання об’єктами машинобудування. 

В останніх дослідженнях і публікаціях 
[1, 2] наведені результати досліджень 
технологічного обладнання на основі 
мехатронних систем приводів із паралельними 
кінематичними зв’язками. Визначені 
характеристики жорсткості та точності 
обладнання [3]. Окремі публікації присвячено 
вивченню динаміки обладнання [4]. Наявні різні 
підходи до визначення динамічних 
характеристик обладнання. Як правило, 
динамічна система подається у вигляді 
сукупності зосереджених мас із пружно-
дисипативними зв’язками [5]. Визначення 
динамічних характеристик просторових 
стрижневих систем із врахуванням 
розподіленості параметрів приводів у 
літературних джерелах не виявлено. 
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До невирішених раніше частин 
загальної проблеми відносяться визначення 
динамічних характеристик просторових 
стрижневих систем приводів із врахуванням 
розподіленості параметрів по довжині стрижнів.  

Метою досліджень, викладених в даній 
статті, є визначення динамічних характеристик 
просторової стрижневої системи приводів із 
врахуванням розподіленості параметрів 
стрижнів. 

Задачами досліджень є розрахунок 
динамічних коливальних процесів у просторовій 
стрижневій системі приводів із врахуванням 
розподіленості її параметрів та 
експериментальна перевірка результатів 
розрахунків. 

Виклад основних результатів 
досліджень. Просторові системи приводів 
складають основу технологічного комплексу, 
який об’єднує верстат паралельної кінематики та 
систему маніпулювання, що включає рухомий 
стіл з просторово розміщеними приводами. 
Дослідження проведені на спеціально 
розробленому технологічному комплексі (рис. 1).  

Комплекс призначений для 
багатокоординатної обробки деталей в межах 
робочого простору 500х500х500мм. Число 
керованих координат складає 12. Шість із них 
забезпечується приводами переміщення 
інструменту. Інші шість керованих координат 
забезпечують необхідне просторове положення 
стола. 

 

 

 

 
 

Рис. 1. Технологічний комплекс, який 
включає верстат паралельної кінематики 

та шестикоординатний стіл 

Рис. 2. Форми коливань окремої штанги 
стола-гексапода як системи з 
розподіленими параметрами 

 

Система приводів стола (рис. 2) 
скомпонована у вигляді просторової стрижневої 
структури. Вона встановлена на нерухомій 
основі 1 і має шість автономних приводів 2 у 
вигляді пневмоциліндрів. Приводи зв’язують 
нерухому основу із рухомим столом 3, на якому 
розміщується оброблювана деталь 4. Приводи 
виконано у вигляді штанг змінної довжини, які 
мають на кінцях шарнірні опори 8, 9. 

Пневмоциліндри приводів мають корпуси 
5 та штоки 6, які утворюють еквівалентну 
динамічну стрижневу систему. 

При дії динамічних навантажень стрижні, 
здійснюють коливальний рух як системи з 
розподіленими параметрами [6]. Штанги стола 
являють собою динамічну систему типу балки на 
шарнірних опорах з розподіленою масою і мають 
відповідні основні форми коливань (рис. 2). 

При поперечних коливаннях переміщення 
точок привода є суперпозицією коливань 
відповідних основним формам. Перша форма 

(Ф1) відповідає еквівалентномузгину привода 
відповідного півперіоду синусоїди. Друга форма 
(Ф2) відповідає деформації привода із 
нерухомою (вузловою) точкою в його 
центральній частині. Третя і вищі форми (Ф3, 
Ф4…) визначають високочастотні коливання 
привода.  

Аналогічні коливальні процеси мають 
місце і в штангах змінної довжини верстати 
(рис. 3). 

Поперечні коливання перетинів штанги 
(рис. 3) будуть визначені залежністю [6 ]: 

    ,tsinCtcosCxy ii2ii1
1i

i,t 





    
(1) 

де  ix - і-та нормальна форма коливань, i - 

кругова частота коливань, t- час; i1C , i2C - 
константи, які визначають початкове положення 
штанги;   - поточна координата, яка 
вимірюється від осі шарніра. 
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Рис. 3. Форми коливань штанги змінної 
довжини верстата паралельної кінематики 
 

Рис. 4. Схема визначення зміни міжопорної 
відстані штанги при її поперечних 

коливаннях відповідних 1-й формі Ф1 (а) та 
елементарна ділянка штанги (б) 

 
Кругові частоти штанги як балки на двох 

шарнірних опорах визначаються формулою: 

,
F

EI
L

i
2

22
i 


   (2) 

де i- номер форми коливань; L - довжина 
штанги; E- модуль пружності штанги; I- момент 
інерції поперечного перетину штанги; ρ-  
густина матеріалу штанги; F- площа 
поперечного перетину штанги. 

Циклічна частота коливань по і-й формі 
(Гц) визначиться згідно співвідношення: 
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Періоди коливань відповідні і-м формам: 

i
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1
iiT  . 

Розрахунки за формулою (2) дають 
спектр власних частот штанги: 

ε1=14,2 Гц; ε2=57 Гц; ε3=178 Гц; ε4=228 Гц. 
Перетворивши тригонометричні функції, 

приведемо залежність (1) до виду: 
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Подамо дану залежність у вигляді: 

     ii
1i

i,t tsiny 



 , (3)

 
де   i - функція, що визначає форму 
коливань; 

i2

i1
i C

Carctg - початкова фаза. 

Конфігурації пружної лінії штанги 
відповідні різним формам коливань для 
динамічної системи типу балка на двох 
шарнірних опорах визначаються залежністю 

  ,
L

isinDii 





 


               

(4) 

де 2
i2

2
i1i CCD   - амплітуда коливань. 

При поперечних коливаннях штанги 
змінюється відстань між шарнірами. 
Розглянемо нескінченно малий елемент зігнутої 
штанги для першої форми коливань (рис. 4). 

Довжина нескінченно малого елемента: 

,
cos

1ddl


    (5) 

де α – кут нахилу дотичної пружної лінії штанги 
до вісі штанги. 

Із тригонометричних співвідношень 
випливає залежність: 

.tg1
cos

1 2


 

Тангенс кута α дорівнює похідній пружної 
лінії по довжині штанги: 

.
d
dtg



  

Пружна лінія для і-ї форми коливань 
штанги визначена у вигляді (4). При цьому 
похідна, а відповідно тангенс кута нахилу 

L dξ 

η 
ΔL 

а 

dl D1 

ξ 

ξ 
 

dξ 

dl 

б 

∆L4 

∆L3 
 ∆L2 

 

P4

P4
3 

P4

P4

P3

P3

P3

P2

P2

Ф4 
Ф3 

Ф2 

∆L1 
 

Ф1 

P1 

P1 

L 

ξ 

ηi 

D2

D1



                                                                                            

 

 54 

№ 1 (69) 

2013 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

елемента, одержана диференціюванням 
залежності (4), складе: 
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L
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 (6) 

Відповідно довжина елемента буде 
визначена об’єднанням формул (5-6) і складе: 
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L
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(7) 

Використаємо відоме тригонометричне 
співвідношення: 

.sin1cos 22   
Після підстановки даного співвідношення 

в формулу (7) одержимо: 
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де введені нові безрозмірні змінні: 
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Величина змінної γ знаходиться в 
інтервалі 0..і∙π при зміні ξ в інтервалі 0..L. 

Загальна довжина штанги визначиться 
інтегруванням елементарних ділянок. 
Враховуючи (8) і (9), одержимо: 
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  (10) 
Із залежності (10) випливає, що загальна 

довжина штанги визначається нормальним 
еліптичним інтегралом Лежандра другого 
роду[7], який визначено формулою: 

   


0

22 dsink1k,E .
 

(11) 

Використовуючи (11), із формули (10) 
знайдена загальна довжина штанги: 
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де використано позначення: 
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 .               (13) 

Для обчислення інтеграла, що входить в 
формулу (10), він приводиться до вигляду 
повного еліптичного інтеграла Лежандра виду  

   


 dsink1kE
2

0

22
i  (14) 

Для повних еліптичних інтегралів наявні 
таблиці [7], які дають значення інтеграла при 
різних величинах аргумента k. 

При цьому загальна довжина штанги для 
першої форми коливань, відповідна формулі 
(10) при і=1, складе: 

 111ф kE2AL  .              (15) 

Для і-ї форми коливань загальна довжина 
штанги складе 

 iiiф kEi2AL  .           (16) 

Підставивши значення константи Аі із 
формули (13) в формулу (16) та врахувавши 
залежність (2), одержимо довжину штанги: 

 i
2

i
фti kE

L
iD1L2L 





 




 .      (17) 

Використовуючи залежність (17), 
визначимо зміщення шарнірних опор штанги 
при її коливаннях. Зміна відстані між шарнірами 
штанги для і-ї форми визначається як різниця  

фtii LLL  .  (18) 

Підставивши значення довжини із 
формули (17) в формулу (18), одержимо: 

   .t2sinkE
L
iD121LL iii

2
i

i 




















 




                                (19) 

Дана формула визначає зміни довжини 
штанги при коливаннях по і-й формі. 

Загальну зміну довжини штанги 
визначено на основі принципу суперпозиції. 
При цьому зміна довжини s-тої штанги: 




1i
is LL , 6...2,1s  .           (20) 

Підставивши значення зміни довжини, 
відповідне конкретній формі коливань із (19), та 
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значення параметра ki із формули (13) в 
залежність (20), одержимо: 

 ii
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(21) 
В формулу (21) входять значення 

амплітуд Di та початкових фаз i відповідні і-й 
формі. Для їх визначення використані початкові 
умови задачі. 

Зміни довжини штанг механізму 
приведуть до відповідних змін просторового 
положення платформи. Зміна просторового 
положення платформи визначена 
шестивимірним вектором (див. рис. 2). 

 
































z
y
x

x j

                             

(22) 

Зміни довжини кожної штанги є 
невеликими, тому між вектором положення 
виконавчого органу та змінами довжини штанг 
наявний лінійний зв'язок [8]: 

   si LMx  ,
 

 (23) 
де М – матриця зв’язку, L-координат та х-
координат просторової системи приводів. 

Для перевірки розрахунків проведені 
спеціальні експериментальні дослідження. 
Виміряні переміщення платформи при 
імпульсних навантаженнях штанги різного  виду 
силами Р1, Р2, … Р4 (див. рис. 3). 

При нанесенні одного (Р1) або кількох 
одночасних (Р2), (Р3), …ударів в середній частині 
штанги коливання штанги як балки на шарнірних 
опорах відбуваються по відповідній формі 
коливань. При імпульсному навантаженні Р1 в 
середній частині штанги коливання відбуваються 
по першій формі (Ф1). Два одночасні 
протилежно направлені ударні навантаження на 
штангу Р2 визивають її початкові переміщення 
по другій формі коливань Ф2. 

Для розрахунку переміщення платформи 
по формулам (21), (23) необхідно задати 
початкові умови у вигляді набору амплітуд Di. 
Дані параметри визначені в результаті 
спеціальних експериментальних вимірів. Для 
вимірів амплітуди відхилення перетину штанги 
від середнього положення застосовано 
спеціальний пристрій (рис. 5). 

 
Рис. 5. Схема пристрою для визначення максимальної амплітуди відхилення перетину 

штанги від номінального положення 
 

Пристрій має нерухомо закріплений 
корпус 1 та рухомий шток 2, який контактує зі 
штангою 3. Між корпусом і штоком встановлене 
еластомерне кільце 4, яке стискається гайкою 
5. В початковому положенні шток 2 
притискається до штанги 3 і утримується 
силами тертя між штоком 2 і кільцем 4. Ударне 
навантаження P(t) приводить до динамічних 
переміщень (коливань штанги). Шток 2 
переміщується на величину D1, яка відповідає 
амплітуді коливань перетину штанги в місці 
встановлення штока. Величина амплітуди D1 
вимірюється як різниця початкового і кінцевого 
положення штока. 

Формула (21) визначає загальну зміну 
довжини штанги при врахуванні всіх форм 
коливань. Вона також дає можливість 

визначити зміни довжини штанги, а відповідно і 
переміщення платформи для окремої форми 
коливань. При цьому значення початкової фази 
не є суттєвим. 

Проведено розрахунки за формулою (21) 
для першої і другої форм коливань. При 
розрахунках використані виміряні за допомогою 
пристрою (див. рис. 5) значення амплітуд 
коливань штанги D1 та D2 (див. рис. 3). Виміряні 
значення склали відповідно D1=4,8 мм, 
D2=1,82мм. 

Розрахункові закони переміщення 
платформи по формулам (23), (20) та (19) 
дають незатухаючі синусоїдальні зміни 
положення платформи в напрямку 
координатної вісі х (рис. 6). 

P(t) 

D1 
D1 1 

2 

3 5 4 
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а       б 

Рис. 6. Розрахунок переміщення платформи в напрямку вісі х (суцільні криві), відповідні 
коливанням штанги по першій формі (а) та по другій формі (б) і їх порівняння з 

експериментальними даними (пунктирні криві) 
 

Частота коливань дорівнює подвоєній 
частоті коливань штанги, визначеної формулою 
(2). Розрахункові амплітуди коливань 
складають для першої форми близько 0,15 мм, 
а для другої близько 0,07 мм. 

Розрахункові значення по частотам 
коливань відповідають експериментальним 
даним (показані пунктиром на рис. 6). 

В процесі експериментальних вимірів 
визначено переміщення платформи при 
ударних навантаженнях на штангу. Для вимірів 
використано безконтактні високочутливі 

тріангуляційні лазерні вимірювачі відстані серії 
РФ603-10/2. Вимірювач має робочий діапазон 2 
мм з точністю вимірів 0,2 мкм. Використано два 
вимірювачі, встановлені у двох взаємно-
перпендикулярних напрямках на відстані 11 мм 
від контрольної циліндричної поверхні 
платформи. 

При ударному навантаженні в середній 
частині штанги відповідному імпульсу Р1 (див. 
рис. 3) спостерігаються складні динамічні 
переміщення платформи в напрямках х та у 
(рис. 7). 

 
 

Рис. 7. Динамічні переміщення 
платформи, які виникли при ударному 

навантаженні в середній частині 
штанги 

 

Рис. 8. Динамічні переміщення 
платформи при навантаженні штанги 

двома протилежно направленими 
імпульсними силами Р2 

Одержані перехідні процеси мають 
початкові ділянки ОАта основні ділянки АВ. На 
основних ділянках період коливань платформи 
складає Т0=0,156…0,179, що відповідає 
циклічній частоті 4,6...6,50  Гц. На 
початковій ділянці період коливань складає 
Т1=0,031…0,034. Це відповідає частоті 
коливань 3,32...4,291  Гц, яка є близькою 
до подвоєної частоти коливань по першій 
формі 4,282 1  Гц. Деяке перевищення 
експериментально визначеної частоти над 
розрахунковою пояснюється прийнятим при 
розрахунках припущенням про наявність 

ідеальних шарнірів на кінцях штанги та 
відсутність розтягуючи зусиль. Відомо [6], що 
зусилля розтягу балки підвищує її власні 
частоти коливань. При цьому коефіцієнт 
підвищення частоти: 

2

2

i

Ni

iEI
NL1






,  (24) 

де N – осьове зусилля, яке діє на штангу. 
Розрахунки за формулою (24) дають для 

першої форми підвищення частоти на 8…10%, 
що відповідає експериментальним даним. 

При ударному навантаженні штанги 
двома силами Р2 (див. рис. 3) динамічні 
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переміщення платформи є суперпозицією 
короткоперіодичних та довгоперіодичних 
коливань (рис. 8). 

Період довгоперіодичних коливань 
складає Т1=0,03…0,033 с, що відповідає 
циклічній частоті 33...3,301  Гц. Дана 
складова коливань відповідає подвоєній частоті 
першої форми  Гц4,282 1  . 
Короткоперіодична складова має період 
Т2=0,0081…0,0085 с, що відповідає частоті 

123...1182  Гц. Дана частота є близькою до 
подвоєної частоти коливань відповідної другій 
формі 1142 2  Гц. При ударному 
навантаженні штанги трьома імпульсними 
навантаженнями Р3 (див. рис. 3) коливання 
платформи є близькими до коливань, які 
визиваються однією імпульсною силою Р1. 
Перехідний процес у даному випадку є 
близьким до наведеного раніше (див. рис. 7). 
Амплітуда короткоперіодичних складових при 
ударному навантаженні трьома силами Р3 є 
меншою в 2…3 рази ніж при навантаженні 
силою Р1. Це пояснюється технічною 
складність реалізації одночасного імпульсного 
навантаження трьома силами. Деяке зміщення 
в часі імпульсів сили приводить до порушення 
властивості кососиметрії імпульсного 
навантаження. Тому збудження коливань по 
третій формі ускладнюється. В той же час 
сумарний імпульс ударного навантаження 
трьома силами Р3 із врахуванням знаків 
відповідає одному імпульсному навантаженню 
Р1. 

Висновки 
 

1. Встановлено, що в стрижневій 
просторовій системі приводів виникають 
поперечні коливання приводів по типу 
поперечних коливань стрижня з розподіленою 
масою встановленого на шарнірних опорах. 

2. Вперше обгрунтовано, що поперечні 
коливання приводів обумовлюють переміщення 
шарнірів, які визначаються рядом складеним із 
повних еліптичних інтегралів Лежандра, 
аргументи яких залежать від номера форми 
коливань стрижня та початкових умов, що 
визначаються динамічними збуреннями 
привода. 

3. Встановлено, що переміщення 
платформи, обумовлені динамічним 
навантаженням штанги в її середній частині, 
мають короткоперіодичну складову, відповідну 
частоті 32 Гц, та довгоперіодичну складову з 
частотою 5,85..6,4 Гц. При цьому 
короткоперіодична складова близька подвоєній 
власній частоті коливань штанги 
(2∙14,2=28,4Гц), відповідній першій формі 
коливань. 

4. При динамічних навантаженнях 
привода моментним ударним імпульсним 
навантаженням виникають високочастотні 
коливання з частотами близько 98 Гц, які є 
близькими до подвоєної власної частоти 
коливань штанги, відповідній другій формі 
коливань (2∙57=114 Гц). 

5. Вперше встановлено, що третя і 
вищі форма коливань штанги не простежуються 
на експериментально виміряних динамічних 
переміщеннях платформи. 

6. Як напрямок подальших досліджень 
рекомендується встановити динамічні 
переміщення платформи системи приводів у 
вигляді просторового обертального руху. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ СИСТЕМЫ 

ПРИВОДОВ С УЧЕТОМ 
РАСПРЕДЕЛЕННОСТИ ЕЕ ПАРАМЕТРОВ 

 
Аннотация. Изложены результаты 

исследований динамических процессов, 
протекающих в пространственной системе 
приводов технологического комплекса. 
Комплекс включает станок параллельной 
кинематики и систему манипулирования. 
Исследования направлены на определение 
динамических характеристик системы 
приводов, в которых присутствуют приводы, 
в которых наблюдаются поперечные 
колебания. Теоретически обосновано и 
экспериментально подтверждено наличие 
колебательных процессов исполнительного 
органа системы приводов технологического 
комплекса. Теоретически описаны 
поперечные колебания отдельных приводов 
как систем с распределенными параметрами. 
Использованы динамические модели в виде 
балок на шарнирных опорах. Для каждой 
формы колебаний определены эквивалентные 
перемещения шарниров системы. Расчеты 

базируются на использовании полных 
эллиптических интегралов Лежандра 
второго рода. В результате расчетов 
определены суммарные динамические 
перемещения шарниров приводов и 
соответствующие им эквивалентные 
перемещения исполнительного органа 
технологического комплекса. 

Результаты расчетов даны в 
сравнении с экспериментальными данными. 
При этом определены количественные 
параметры колебательных процессов, в 
частности амплитуды и частоты колебаний. 
Обоснован вывод о влиянии первой и второй 
форм колебаний приводов на колебания 
исполнительного органа и соответствие 
частот колебаний исполнительного органа и 
отдельного привода. 

Ключевые слова: Технологический 
комплекс, приводы, изгибные колебания, 
перемещения шарниров, частота, расчет, 
эксперимент, соответствие. 

 

DYNAMICS OF SPATIAL DRIVE SYSTEM 
TAKING INTO ACCOUNT ITS DISTRIBUTION 

PARAMETERS  
 

Annotation. The results of studies of 
dynamic processes in the spatial system drives. 
Studies aimed at determining the dynamic 
characteristics of the system, in which there are 
elements with distribution parameters, in particular 
the drives that are experiencing the transverse 
vibrations. Justified theoretically and 
experimentally confirmed the existence of 
oscillatory processes of the executive body of the 
drive system technology complex. The complex 
consists of parallel kinematics machine and 
manipulating the system. In theory describes the 
transverse vibrations of the individual drives as 
distributed parameter systems. Dynamic models 
used in the form of beams of the hinge supports. 
For each waveform defined pivot movement of the 
equivalent system. The calculations are based on 
the use of the complete elliptic integrals of the 
second kind Legendre. As a result of calculations, 
the total dynamic joint movement drives and their 
corresponding equivalent displacement of the 
executive body of technological complex. The 
calculation results are compared with the 
experimental data. Thus the quantitative 
parameters of the vibrational processes, in 
particular the amplitude and frequency. The 
conclusion about the impact of the first and second 
modes of vibration drives fluctuations in the 
executive body and matching the frequency of 
oscillation of the executive body and hotel drive. 

Key words: Technological complex, 
actuators, bending vibration, movement joints, 
frequency, calculation, experiment, compliance. 


