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ЧАСТОТНО-СИЛОВИЙ АНАЛІЗ 
ПРУЖНОЇ СТРИЖНЕВОЇ СИСТЕМИ 
З АСИМЕТРИЧНОЮ 
ХАРАКТЕРИСТИКОЮ  
 

В статье рассматривается вопрос реализации кусочно-
линейной асимметрической упругой характеристики 
стержневой системы на базе двухмассных резонансных 
вибрационных систем. Методом конечных элементов 
произведен частотно-силовой анализ и синтезированы 
формулы для настройки упругой системы на двухчастотный 
резонанс. 

 

The article describes realization of piece-linear asymmetric 
stiffness description of the cored system on a base of the two-mass 
resonance vibratory systems. The FEM method for a frequency-
power analysis is used and synthesized formulas for tuning of the 
resilient system on twofrequency resonance.      

  
Вступ. У багатьох технологічних 

процесах використання одночастотних режимів 
роботи вібраційних машин є малоефективним. 
Тому, модернізації потребує ряд резонансних 
двомасових вібраційних машин з 
електромагнітним приводом.   

Постановка проблеми. Одним із 
засобом модернізації вібраційних систем 
шляхом переведення їх у суттєво-нелінійні 
динамічні системи є реалізація різноманітних 
конструктивних нелінійностей. Як показує 
практика суттєвого результату вдається 
добитися за рахунок асиметрії в пружній 
характеристиці системи. За таким принципом 
структурно побудовано ряд віброударних 
систем. Однак при такому підході дуже часто 
використовують декілька пружних систем, одна 
з яких є робочою, а інша – обмежником у 
вигляді неметалевого (гумового) елемента. За 
робочим (металевим) пружним елементом 
здійснюють налагодження системи на 
резонансний режим роботи, тим самим 
закладаючи енергоощадливість роботи 
машини. Іншим структурним варіантом 
реалізації асиметрії пружної характеристики є 
використання абсолютно непружного 
обмежника у вигляді жорстких опор, що 
контактують з резонансною пружною системою. 
При цьому, раціональне використання 
асиметричної характеристики однієї пружної 
системи буде при її узгодженні з частотними 
параметрами вібраційної машини та тяговими 
характеристиками приводу.  

Аналіз досліджень. Дослідження у 
напрямку динаміки та синтезу віброударних 

вібраційних систем на базі асиметричних 
кусково-лінійних пружних характеристик 
представлені у роботах [1–3]. Вібраційні 
машини за своєю фізичною суттю є 
динамічними моделями, які під час розрахунку 
часто представляються стрижневими 
системами із розподіленими чи зосередженими 
параметрами. Безпосередньо задачі частотного 
аналізу пружних стрижневих систем можна 
розв’язувати як точними (початкових 
параметрів), так і наближеними (скінченних і 
граничних елементів, Релея, Донкерлі та інші) 
методами. Великої популярності набули методи 
скінченних та граничних елементів [4], оскільки 
в кінцевому випадку задачу можна звести до 
кінцевої формули, придатної для інженерного 
розрахунку відповідної стрижневої схеми.  

Постановка задачі. Встановити 
залежності для конструктивних параметрів 
стрижневої системи з асиметричною пружною 
характеристикою на основі її частотно-силового 
аналізу.  

Виклад основного матеріалу. 
Розглядається традиційна двомасова 
резонансна вібраційна система з 
електромагнітним приводом у вигляді модуля 
(рис. 1). Модуль містить раму 1, яка зв’язана з 
пружним елементом 2, який має асиметричну 
пружну характеристику за допомогою 
встановлення з однієї сторони пружини 
додаткових абсолютно жорстких упорів 3, 
реактивну масу 4, осердя 5 з якорями 6 
електромагнітних віброзбуджувачів, що 
встановлені на рамі 1 та реактивній масі 4. 
Модуль рамою 1 або ж реактивною масою 4 
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жорстко кріпиться до робочого органа машини 
(не показаний). Новизна розробленого модуля 
в тому, що з метою розширення технологічних 
можливостей традиційної одночастотної 
резонансної вібраційної системи, ним 
додатково реалізуються кратні двочастотні 
резонансні режими за рахунок реалізації 
асиметричної пружної характеристики та 
використанням однотактної схеми живлення 
електромагнітних приводів. Остання дозволяє 
створювати імпульсне збурення, яке при 
розкладі в ряд Фур’є має в наявності постійну 
та набір кратних двом гармонік.  

 
Рис. 1. Двомасовий резонансний 

двочастотний вібраційний модуль з 
імпульсним електромагнітним збуренням: 

1 – рама, 2 – плоска пружина, 3 – жорсткі 
упори, 4 – реактивна маса, 5 та 6 – осердя 

та якорі електромагніту   
Реалізована таким чином вібраційна 

машина матиме за традиційної двомасової 
компоновки структури два власних резонанси, 
які потрібно налаштувати під відповідні кратні 
гармоніки імпульсного тягового зусилля 
електромагнітних приводів. Налаштування 
здійснюється конструктивним розрахунком 
плоскої пружини як стрижневої системи з 

проміжними жорсткими упорами в умовах 
згинних коливань стрижня (рис. 2).  

Частотний аналіз стрижневої 
системи. Запишемо відомий вираз для 
визначення власної частоти згинальних 
коливань дискретної моделі стрижневої 
системи:   





Lm
EJ

пр
I ,   (1) 

де    mm/mmmпр  – приведена маса 
вібраційної системи.  

Для реалізація заданої власної частоти 
коливань при проектному розрахунку 
вібраційної системи користуються наступною 
формулою:  








IпрLm

EJ


.   (2) 

Скінченно-елементна схема для аналізу 
вільних згинальних коливань стрижневої 
системи з врахуванням відповідних граничних 
умов представлена на рис. 3. Для побудови 
матриці жорсткості представленої стрижневої 
системи згідно МСЕ користуємося базовим 
елементом стрижем із чотирьма ступенями 
вільності: iy , iy  та i , i  – вертикальні 
переміщення і кути повороту крайніх вузлових 
точок стрижня та відповідною матрицею 
вузлових реакцій [5]:  
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Рис. 2. Схема роботи стрижневої системи з реалізацією асиметричної пружної 

характеристики (зі змінною власною частотою коливань) 
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Рис. 3. Розрахункова скінченно-елементна схема та  
граничні умови стрижневої системи 

 
На базі узагальненої матриці жорсткості 

(3) стрижня формуються матриці жорсткості 
скінченних елементів-стрижнів у глобальній 

системі координат з врахуванням відповідних 
граничних умов, вказаних на рис. 3:      
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Результуючу симетричну матрицю 

жорсткості стрижневої системи з десятьма 
ступенями вільності, складеної з чотирьох 
стрижнів запишемо шляхом додавання окремих 
матриць жорсткості із одним скінченним 

елементом-стрижнем у глобальних системах 
координат (при цьому додаються жорсткісні 
коефіцієнти за відповідними узагальненими 
координатами):   
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Вільні коливання стрижневої системи 

запишемо у матричному вигляді:  
  XXM C , 

де    ,y,,,ycolumn X  – вектор-
стовпець вузлових переміщень скінченних 
елементів;   ,,,,,m,,,,diag прM  – 
діагональна матриця інерційних параметрів 
локальних мас; C  – матриця жорсткості 
системи.  

Частотне рівняння стрижневої системи 
формується на основі визначника   

 
 CM , 

що дозволяє отримати формулу для 
визначення власної частоти згинальних 
коливань:  
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Відповідно до формул (1) і (4), зведені 
жорсткості стрижневих систем матимуть 
наступний вигляд  






L
EJcI ,  

  









lll
llEJcII ,           (5) 

Таким чином в процесі роботи стрижневої 
системи покладається її двочастотність шляхом 
реалізації асиметричної кусково-лінійної 
пружної характеристики виду (рис. 4):  

 








.y,yc
,y,yc

yR
II

I                  (6) 

Введемо умову кратності власних частот 
згинальних коливань розглянутих стрижневих 
систем у вигляді:  

 III / ,    (7) 
на основі якої виведено формули для 
визначення місця розташування проміжних 
опор  

L,/

/
Ll 
































 



 , 

 
L,

lL

Lll
l 














 ,           (8) 

притому, що   Lll   .   
 

 
 

Рис. 4. Реалізована асиметрична пружна 
характеристика стрижневої системи 
 

Для прикладу при реалізації двочастотної 
стрижневої системи задано приведену масу 

кгmпр  , довжину стрижневої системи 
м,L  , першу власну частоту коливань 

с/радI  , то згідно формули (2) 
значення згинальної жорсткості буде 

 кНм,EJ , а згідно формул (8) довжини 
першого та другого прольотів становлять 

м,l  , м,l  . При цьому значення 
власної частоти коливань становитиме 

с/радII  .  
Типовий розрахунок власних частот 

коливань стрижневої системи як нерозрізної 
балки можна апробувати на таких програмах на 

сI 

R(y) 

y 
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базі МСЕ, як ЭСПРИ, Lira, Ansys, тощо. На рис. 
5 представлено розрахункову схему та 
результати розрахунку (табл. 1) нерозрізної 
балки в програмі ЭСПРИ.  

 

 
 

 
 

Рис. 5. Розрахункова схема стрижневих 
систем в програмі «ЭСПРИ» 

 
Таблиця 1 

Результати розрахунку стрижневих 
систем 

Частота,  
[рад/с] 

Проліт Довжина, 
[м] 

Згинальна 
жорсткість, 
[кНм2] 

I0

 

II0

 

Перший  0,113 
Другий  0,137 
Третій  0,137 
Четвертий  0,113 

1,284 

31
1,

02
7 

62
3,

34
4 

 

Розбіжність в результаті за значеннями 
власних частот коливань не перевищує 1%, 
притому, що програма виконує поділ системи 
на значну кількість скінченних елементів.  

Силовий аналіз стрижневої системи 
МСЕ. Вектор вузлових переміщень статично 
навантаженої стрижневої системи 
розраховується наступним чином:  

PY  
C ,   (9) 

де P  – вектор приведених до вузлів зовнішніх 
навантажень.  

За отриманим вектором (9) формують 
вектор вузлових переміщень кожного 
скінченного елемента-стрижня у вигляді 
векторів стану:  
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Використанням матричного виразу (3) 

визначаються вектори вузлових реакцій 
кожного скінченного елемента. Побудова лінії 
прогину кожного скінченного елемента-стрижня 
здійснюється на основі відомих функцій форми 
при одиничних зміщеннях вузлів [5]:  
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Результуючі зміщення та криву прогину 
стрижня системи виду ІІ визначаються 
наступним рівнянням:  

 

 
 
 
 







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
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


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



.llxll,xy
,llxll,xy

,llxl,xy
,lx,xy

xy  (11) 

Пружний стан системи оцінюється 
значеннями згинального моменту, поперечної 
сили на нормальним напруженням:  

   xy
dx
dEJxM 



 ,    xy
dx
dEJxQ 



 , 

      
W

xMx . 

Приймемо вектор вузлових навантажень 
у вигляді зосередженої сили амплітудного 
значення 1кН, що діє в центральному перерізі 
на коливальну масу. Вектор приведених 
вузлових навантажень має вигляд:    

 T,,,,,,,,, P . 
Шляхом почергового розв’язування 

рівнянь (9)-(11) отримаємо відповідні епюри 
прогину, кута повороту, поперечних сил та 
згинальних моментів при згині стрижня.  

За значенням реакцій на проміжних 
опорах здійснюють перевірку контактних 
напружень між опорою та пружиною за 
відповідними формулами теорії контактних 
напружень Герца.  

 

 
 

Рис. 6. Епюри прогину, кута повороту, поперечних сил на згинальних моментів 
 

Висновок. Розглянуто принцип 
раціонального використання асиметричних 
кусково-лінійних пружних параметрів 
стрижневої системи для підвищення 
ефективності роботі одночастотних 
резонансних вібраційних систем з імпульсним 
електромагнітним збуренням. Зокрема, на 
основі частотно-силового аналізу синтезовано 
розрахункові формули для налаштування 
вібраційної системи на двочастотний 
резонансний режим роботи.  
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