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Анотація. У статті розглянуто процес визначення 
напружено-деформованого стану пружно-пластичного 
середовища при дії на нього вібраційного збурення, визначені 
аналітичні залежності опору ґрунту коливанням вібраційної 
трамбівки і описаний процес поширення хвиль в 
ущільнюваному ґрунті. 
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Постановка проблеми. Ущільнення 

ґрунтів, здійснюється, як правило, 
трамбуючими плитами при великих об’ємах  
робіт, катками та навісними трамбівками. 
Ефективність використання цього класу машин 
визначається достатньо коректним 
врахуванням виникаючих сил опору 
середовища, яке під дією вібрації змінює свій 
стан і щільність. Пошук уточнених методів 
врахування сил опору є задачею актуальною. 

Аналіз досліджень. Існуючі методи 
розрахунку динамічної системи „машина – 
середовище” основані на визначенні сталого 
значення сил опору середовища на дію 
робочого органу віброущільнюючої машини 

[1-3]. Такий метод рішення має сенс за 
умов ущільнення вібромайданчиками 
[1,2]оскільки навантаження на робочий орган не 
змінює свого положення  у просторі. Інша 
ситуація, коли є безпосередній контакт 
робочого органу із середовищем, оскільки в 
процесі ущільнення можливе значне зміщення 
робочого органу (наприклад, віброкаток чи 
вібротрамбовка), що впливає на параметри 
машини і в кінцевому результаті на 
ефективності процесу. 

Формулювання мети статті. Метою 
статті є дослідження впливу напружено-
деформованого стану пружно-пластичного 
середовища для забезпечення заданого 
режиму роботи вібромашини. 

Виклад основного матеріалу. 
При моделюванні середовища, що 

знаходиться в напруженому стані під дією 

вібротрамбовки передбачається, що 
навантаження рівномірно розподілене по 
значній частині поверхні ґрунту і динамічні 
властивості останнього характеризуються  в 
координатах напруження-деформація кривої, 
випуклість якої звернена до вісі напружень. Ці 
припущення дозволяють у якості розрахункової 
схеми розглядати одновимірне пружно-
пластичне тіло (рис. 1) 

 

 
 

Рис. 1. Модель напруженого стану пружно-
пластичного середовища. 

 
При вирішенні задач про 

розповсюдження хвиль стиску і розтягування 
для якої залежність між напруженнями  і 
деформаціями  може бути апроксимована 
схемами Прандтля і виражається трьома 
рівняннями: 

при  
 

0 0E                        (1) 
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при  
 

0 1 1( )E                 (2) 
при розвантаженні  

( )м а к с м а к с                   (3) 
прийнято розглядати динамічний процес в 
площині x, t (х – координата Лагранжа, t – час), 
користуючись при цьому методом 
характеристик [4] для рішення хвильового 
рівняння і рахуючи швидкості розповсюдження 
пружних і пластичних хвиль відповідно рівними 

0E


 

і 1E


 В цьому рішенні щільність 

середовища p  приймається однаковою для 
проходження як пружних так і пластичних 
хвиль: 

0

1
p







.                            (4) 

Швидкість розповсюдження хвиль 
напружень: 

0

( .1 1 )c
p dt
d                      (5) 

Рішення задачі про розповсюдження 
хвиль напружень при динамічному 
деформуванню пружно-пластичного 
середовища, визначається зона 
розповсюдження залишкових деформацій, 
межа якої відповідає падінню тиску на фронті 
пружно-пластичної хвилі  до значення 0p . 

В якості координат Лагранжа 
приймається система (mгр , t) 

( 0 , ) ( , )

( 0 , ) ( 0 , )
( , ) ,г рx t x m t

г р x t x t
m x t d x d x    (6) 

де грm  – маса між розглядуваним і початковим 
перерізом, не вимірювана в в часі, хоча 
щільність середовища являється функцією часу 
і відстані. 

В координатах Ейлера мають місце два 
рівняння одномірної течії, відомі з газодинаміки: 
а) рівняння нерозривності: 

0;uu p
x x t
   

  
  

                    (7) 

б) рівняння руху:  
1 0,u u pu

t x p x
  

  
  

                    (8) 

де x  – система координат, що нерухома в 
просторі; u  – абсолютне значення швидкостей 
часток в цій системі координат; p  – питомий 
тиск. 

Із виразу (6) отримується наступна 
залежність між прийнятими координатами 
Ейлера і Лагранжа: 

0

грx
m


                               (9) 

В новій системі координат грm , t  рівнянь 
(7) і (8) з врахуванням (9) приймають вигляд: 

2

10; 0.
гр гр

u p u
p

p
t m m t

   
   

   
     (10) 

На ділянці пружних деформацій при 
( 0p p ) рівняння (1) після переходу до змінних 

,p   (де p  , а залежність між   та   
представлено у формул і (4), приймає вигляд: 

0
0 0 .p p E  




             (11) 

Тут 0  – щільність при тиску 0p  для 
середовища, що не володіє зчепленням, 

0 0.p   
Швидкість поширення звукових хвиль на 

цій ділянці навантаження рівна 

0 0
2 .E pdpc

d 
                      (12) 

Для тиску  отримуємо 

0
0

0

.Ec


                           (13) 

Позначимо через Z хвильовий опір 
(характеристичний імпеданс) 

0 0 0 0 0 .pZ c E c     
Як випливає із виразів (12) і (13), в 

середовищі, що підкоряється рівнянню (1), 
швидкість звуку є величиною змінною, в той час 
як хвильовий опір 0A  при системі, що не має 
дисипативних якостей, постійно. 

Рівняння (11) перепишемо в наступному 
вигляді: 

2
0

0 2 .Zp R
i

                  (14) 

де 
2

0 0 0 0 0 0 .R p E p c      

При значенні ( 0p p ) закон стиснення 
середовища (2) також може бути 
представлений у вигляді рівняння (14), якщо 
замість 0A  і 0R  підставити 1A  і 1R , вираз для 
яких можуть бути отримані аналогічними 
розрахунками  
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1 1 1

2
1 1 1 1 1 1

;

,
i iZ c E

R p E p c

 



 

   
 

де ic  – швидкість поширення пружно-

пластичних деформацій при 0 ;максp p p 
 i  – щільність середовища при 

0 ;максp p p   

1  – теж саме, при 1;p p  

1 1d   – тиск, який відповідає переходу 
від пружних до пружно-пластичних деформацій; 

1c  – швидкість поширення пружно-пластичних 

деформацій при 1,p p  дорівнює: 

1 1 1/ .c E   
Як і на ділянці пружних деформацій, 

швидкість розповсюдження пружно-пластичних 
хвиль 1c  при 1p p  змінюється в залежності 
від зміни щільності (зі збільшенням щільності 
швидкість зменшується), а хвильовий опір 
середовища 1Z  при відсутності втрат 
залишається незмінним. 

При розвантаженні зв'язок між тиском і 
щільністю, яке відповідає рівності (3), також 
може бути подана у вигляді рівняння (14), і при 
цьому: 

2
2 2 2 2; ,м а к с

м а к с

ZZ E R p


    

де максp  – тиск, при якому починається 

розвантаження; макс  – щільність середовища 
при цьому тиску. 

Таким чином, залежність між тиском і 
щільністю в відповідності з рівнянням (14) 
лінійна як при збільшенні, так і при зменшенні 
тиску. В межах кожної ділянки діаграми z   
(рис. 1) значення iA  та iR  (і, рівні 0, 1, 2) 
постійні. Тому рівняння (10) з урахуванням 
рівняння (14) може бути представлене в 
наступному вигляді: 

0 ;u p
t m

 
 

 
 

2

1 0
i

u p
m z t

 
 

 
 

Диференціюючи першу рівність по m, а 
другу по t , вичитуючи одне рівняння з другого і 
домножаємо на 2

iz , отримаємо  

2 2
2

2 2i
p pz
t m

 


 
              (15) 

Вираз (15) представляє собою хвильове 
рівняння в координатах ,m t  з коефіцієнтом в 
правій частині, постійним в межах кожної 
лінійної ділянки   . 

Подібна задача для визначення 
раціональних режимів ущільнення бетонних 
сумішей вирішується в роботі [4] 

Далі задача зводиться до вирішення 
задачі динаміки вібротрамбовки, яке полягає в 
визначенні маси ґрунту, що коливається, 
висотою h, з площею поперечного перетину, що 
відповідає площі трамбівки, яка передає 
вібрацію на ґрунт (рис. 2). При вирішенні задачі 
розглядається сумісна динамічна взаємодія 
двох тіл: трамбівки масою m і призми ґрунту з 
приєднувальною масою mтр . 

 

 
 

Рис. 2. Розрахункова схема системи 
«трамбівка-ґрунт» 

 
Для цього вводимо наближену схему 

ґрунту у вигляді пружного напівпростору. 
Позначивши вертикальне напруження через 1, 
а відносну деформацію через 1 отримаємо: 

1
1 ,

п рE


                        (16) 

де приведений модуль: 

2

1 .
1 2п рE E

 



 

          (17) 

Тут E  – модуль поздовжньої 
деформації ґрунту при осьовому стиску; 
множник при E  враховує вплив 

горизонтальних напружень 2 3 11



  


  
та відсутність поперечної деформації ґрунтової 
призми. Розглядаючи далі дію ударного 
навантаження, що створює відносно великий 
імпульс, можна обмежитися вивченням лише 
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власних пружних поздовжніх коливань призми 
при наявності на верхньому кінці призми маси 
трамбівки mтр. Для цього введемо силу інерції 
фундаменту Iф. 

Використання схеми пружного 
напівпростору (

прE ) та гіпотези Вінклера у ряді 
випадків приводить до однакових результатів, 
незважаючи на деяке спрощення моделі 
ґрунтової основи у випадку використання 
методу коефіцієнту ліжка. 

Розглянемо поздовжні пружні коливання 
ґрунтової призми ABCD, що викликані діями 
імпульсивного навантаження від трамбівки по 
перетину АВ. В результаті цієї дії перетин АВ, в 
центрі якого розміщуємо початок координат 
призми ґрунту, отримуємо початкове поздовжнє 
переміщення u0,t та початкову швидкість v0,t. 

Поздовжнє переміщення у випадковому 
перетині і відносне укорочення на відстані х від 
початкового перетину позначимо відповідно 
через ,x tu  та xt , а погонну масу призми ґрунту – 
через 

гр vm m F , де vm  – маса одиниці об’єму,  
F – площа перетину призми. Будемо рахувати, 
що імпульсивне навантаження, що прикладена 
до поверхні ґрунту викликає коливання тільки 
цієї призми і сил тертя по її боковим поверхням 
АС і BD не виникає. 

В дійсності в коливальний процес 
втягується тіло змінного перетину (лінія АС і BD 
нахилені до горизонталі на кут відмінний 900). 
Коливання пружної призми від дії імпульсивного 
навантаження описується відомим 
диференційним рівнянням поздовжніх 
коливань: 

2 2
, ,2

2 2 ,x t x tu u
c

t x
 


 

            (18) 

де  

2 пр

гр

E
c

F
m

                           (19) 

c  – швидкість розповсюдження пружної хвилі 
деформації в ґрунті. 

Загальний інтеграл цього рівняння має 
вигляд: 

, ,
0

sin( )
i

x t x i i i
i

u u t 




 
            

(20) 

де  
0

0 cos sin ;i
xi i i i

i

u u k x k x
k
 

 
           

(21) 

xiu  – повздовжнє переміщення коливань в i-й 
головній формі (яке залежить від x );  

0... 0...,i iu   – початкове переміщення і початкове 
відносне укорочення; 

ik  – коефіцієнт частоти і-й головної форми: 

                  

1 ;гр
i i

пр

m
k

E F м
                       

(22) 

i  – і-та кругова частота повздовжніх коливань 
призми в 1/сек; 

i – початкова фаза. 
Відносне укорочення в і-й головній формі 

00 sin( )
i

xi
xi i i i

u u k xk
x

 



   

        
(23) 

Граничні умови для призми будуть 
наступними: при  в місці защемлення 
призми ; при  переміщення  в 
загальному випадку не рівне нулю. Маючи на 
увазі, що від трамбівки на верхній переріз 
призми в сталому процесі (після дії імпульсу) 
передається сила інерції  при 0x   можна 
записати: 

0 ,m
t

Iu
FC 

                       
(24) 

де C  –

 

 коефіцієнт пружного стиску ґрунту в 
 
Інакше, за допомогою модуля 

деформації, приймаючи до уваги лише 
динамічний ефект, те ж переміщення можна 
записати у вигляді: 

0 ,m
t

п р

Iu h
E F 

    
             (25) 

Прирівнявши (24) і (25), отримаємо 

,m m

п р

I I h
F C E F

  

звідки висота призми ґрунту, що підлягає 
ущільненню: 

.прEh
C


                            

(26) 

Звісно, в дійсності висота h  являється 
функцією часу і, отже, змінною величиною. 
Разом з тим для технічних розрахунків 
формула (26) може бути використана при 
правильному виборі коефіцієнтів, які 
характеризують пружні властивості ґрунту.  

Початкові умови в часі сформулюємо так: 
при 0t   
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Для отримання першого наближення 
візьмемо в загальному інтегралі (20) лише 
перший член, розкладання xtu  в ряд Фур’є, 
який відповідає найнижчій основній частоті 
власних коливань призми. Для переміщення 
знаходимо 

 







  tkx

k
kxuuxt sinsincos 0

0 ,    (28) 

для відносної деформації  
     tkxkxkuxt sincossin 00 ,  

(29) 

для прискорення  

 


 





 


 tkx

k
kxu

t
uxt sinsincos 0

0
2

2

2

. (30) 

Використання лише першого члена 
інтеграла (20) для повздовжнього переміщення 
приводить до висновку, що в початковий 
момент переміщення і швидкості, за 
виключенням початкового перерізу, рівні нулю, 
що для ґрунтової маси відповідає дійсності. 
 

Висновки 
 

1. На основі представлення ґрунту як 
пружно-пластичне середовище визначені 
основні параметри зміни властивостей 
середовища, що знаходиться в напружено-
деформованому стані. 

2. Визначені основні параметри 
взаємодії вібротрамбовки із ущільнюючим 
ґрунтом та встановлені аналітичні залежності 
для оцінки розповсюдження хвиль в 
середовищі. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ 

ВИБРАЦИОННОЙ МАШИНЫ С УЧЕТОМ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ УПРУГО-ПЛАСТИЧЕСКОЙ 

СРЕДЫ 
 

Аннотация. В статье рассмотрен 
процесс определения напряженно-
деформированного состояния 
упругопластической среды при действии на 
нее вибрационного возмущения, определены 
аналитические зависимости сопротивления 
грунта колебаниям вибрационной трамбовки 
и описан процесс распространения волн в 
уплотняемом грунте. 

Ключевые слова: напряженно-
деформированное состояние, 
упругопластическая среда, вибрационная 
трамбовка. 

 
THE RESEARCH OF DYNAMICS OF 

VIBRATION MACHINE BASED ON THE 
STRESS-STRAIN STATE OF ELASTIC-PLASTIC 

SOIL MODEL 
 
Annotation. The article deals with the 

process of determining the stress-strain state of 
elastic-plastic soil model under the influence of 
vibration disturbance, analytical dependences of 
soil resistance by vibration rammer fluctuation and  
process of distribution waves in the soil 
compacting were described. 

Key words: stress-strain state, elastic-
plastic soil model, vibration rammer. 

 


