
                                                                                            

 

13 

№ 4 (72) 

2013 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

Виноградов Б. В. 

Христенко А. В. 

 
Государственное 
высшее учебное 
заведение Украинский 
государственный 
химико-
технологический 
университет 

 

Vinogradov B. V. 

Khristenko A. V. 
 
State Higher Education 
Institution “Ukrainian 
State University of 
Chemical Technology” 

УДК 531.3.621 
 
МЕХАНИЧЕСКИЙ ОСЦИЛЛЯТОР 
С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ УПРУГИМИ 
СВЯЗЯМИ  

 
Аннотация. Методика. На примере механического 

осциллятора с двумя параллельными упругими связями дан 
анализ динамики механической системы с раздвоением 
силового потока. Показано распределение статических и 
динамических нагрузок между двумя ветвями при 
кинематическом возмущении вынужденных колебаний в 
упругой связи.  

В первом приближении представлена физическая 
модель механических систем с разветвлением силового 
потока, в виде механического осциллятора с параллельными 
упругими связями, характерных для ряда технологического 
оборудования. Погрешности в механической системе, 
приводящие к вынужденным колебаниям, учитываются 
кинематическим возмущением в упругой связи. Внешнюю 
нагрузку имитирует вес массы, совершающей 
поступательное движение. 

Результаты. Установлено, что при малых частотах 
возмущения динамические усилия в упругих связях 
пропорциональны их жесткостям. При этом, в дорезонансной 
зоне, при определенном соотношении частот собственных и 
вынужденных колебаний наблюдается снижение упругих 
деформаций связи с кинематическим возмущением. В 
послерезонансной зоне, по мере увеличения частоты 
кинематического возмущения, перемещение массы 
стремиться к нулю. 

Показано, что статическая составляющая нагрузки 
распределяется пропорционально жесткостям. 
Выравнивание статической нагрузки можно обеспечить при 
равенстве и понижении жесткостей упругих связей. 

Научная новизна. Установлены закономерности 
формирования и распределения статических и динамических 
нагрузок в механических системах содержащих параллельные 
упругие связи. 

Практическая ценность. Показаны пути снижения 
динамических нагрузок и выравнивание статических нагрузок 
в упругих связях. 

 
Ключевые слова: механический осциллятор, 

распределение нагрузки, амплитудно-частотная 
характеристика. 

 
 

Актуальность. Развитие техники идет 
по пути укрупнения единичной мощности 
технологического оборудования. При этом 
возникает необходимость в применении 
механических систем с разветвлением 

силового потока, характерных, например, для 
двухдвигательных приводов барабанных 
мельниц, роторных экскаваторов, тяжелых 
прессов и другого технологического 
оборудования (рис. 1, а). Разделение силового 
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потока на несколько ветвей создает условия 
для неравномерного распределения нагрузки, а 
также развития нежелательных вынужденных 
колебаний, которые могут приводить к 
снижению надежности оборудования. 

Целью данной статьи является анализ 
динамики механической системы с 
раздвоением силового потока по двум ветвям, 
а также распределение нагрузки между ними. 

Различают статическую и динамическую 
составляющую усилий, возникающих в упругих 
связях. В отличие от классического 
механического осциллятора, содержащего одну 
упругую связь, в осцилляторе с 
параллельными упругими связями статические 
и динамические нагрузки неравномерно 
распределяются между упругими связями. 

Неравномерность распределения 
статической нагрузки вызвана статическими 
погрешностями в механической системе ст . 
Динамическая составляющая усилий, 
возникающих в упругих связях, вызвана 
кинематическими погрешностями  t  в 
механической системе. 

Динамику механической системы с 
разветвлением силового потока рассмотрим на 
примере механического осциллятора с двумя 
параллельными упругими связями, схема 
которого представлена на рис. 1б, где 1c , 2c  - 
жесткости упругих связей, параллельно 
соединенных с массой m . Внешняя нагрузка 
имитируется силой P .  

Кинематические погрешности 
механических систем, приводящие к 
вынужденным колебаниям, учитываются 
кинематическим возмущением колебаний  t  
в упругой связи с жесткостью 1c , причем 

 
    ptt sin0 ,  
 

где 0 , p  - амплитуда и частота 
кинематического возмущения соответственно. 

При статическом приложении нагрузки P  
в упругих связях возникнут усилия: 
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Из анализа выражений (1) следует, что 

различие жесткостей приводит к 
неравномерному распределению внешней 
нагрузки сопротивления. 

 

а) 

 

б) 

 
Рис. 1. Механический осциллятор:  
 t ,  t  – кинематическое возмущение 

вынужденных колебаний;  
1c , 2c  - жесткости упругих связей;  

CM , P  – момент сопротивления и сила 
тяжести;   – коэффициент сивы вязкого 

сопротивления 
 

Неравномерность распределения 
статической нагрузки будем характеризовать 
коэффициентами НР1k  и HP2k , показывающими 
во сколько раз усилие в соответствующей 
упругой связи будет отличаться от усилия, 
равного P5,0 .  
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При соотношении жесткостей упругих 

связей 21 cc , выражения (2), с учетом (1), 
примут вид 
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На рис. 2 представлена зависимость 

коэффициентов HP1k  и HP2k ,  от соотношения 
жесткостей 21 cc .  
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Рис. 2. Зависимость коэффициентов 
неравномерности HP1k  и HP2k  от 

соотношения жесткостей 21 cc :  
1, 2 – соответственно, первая и вторая 

упругая связь 
 
Из рис. 2 видно, что различие жесткостей 

приводит к неравномерному распределению 
внешней нагрузки сопротивления. 

Анализ результатов расчета показывает, 
что с увеличением разницы величин 
жесткостей неравномерность распределения 
нагрузки увеличивается, достигая в пределе 
величины 2HP1 k .  

С учетом статических погрешностей в 
механической системе ст , величины усилий в 
упругих связях, на которые накладываются 
динамические составляющие, определяются 
следующими выражениями: 
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Из выражений (4) и (5), следует, что 

внешняя нагрузка сопротивления 
распределяется между упругими связями 
пропорционально их жесткости, а усилия в 
упругих связях, вызванные статической 
погрешностью ст , равны по модулю и 
противоположны по знаку. При этом, величина 
усилия в каждой упругой связи равняется 

величине, равной стПc , где 
21

21
П cc

ccc


  - 

приведенная жесткость при последовательном 
соединении упругих связей. 

Коэффициенты неравномерности 
распределения статической нагрузки с учетом 
статических погрешностей в механической 
системе ст   
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После несложных преобразований 

выражения (6) примут вид 
 
  HHP1H1 kkk ,     HHP2H2 kkk .     (7) 
 

где Hk  - коэффициент, показывающий во 
сколько раз усилие в упругой связи, вызванное 
наличием погрешностей ст  в механической 
системе, будет отличаться от усилия P5,0  
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   (8) 

 
Анализ (8) показывает, что понижение 

жесткости одной из ветвей системы приводит к 
снижению неравномерности распределения 
статической погрешности в упругой системе. 
Поэтому, снижение неравномерности 
распределения статической нагрузки между 
упругими связями можно обеспечить при 
равенстве жесткостей упругих связей и 
понижении их величины. 

Для определения динамической 
составляющей рассмотрим вынужденные 
колебания системы. 

Принимая начало отсчета в положении 
статического равновесия, запишем 
дифференциальное уравнение движения: 

 

  ptm
cxkxbx sin2 012 

   (9) 

 
где 

 mb 
2 , m

cck 212 
    

 
x  - координата положения массы m . 

Уравнение вынужденных колебаний 
имеет вид:  

 
   ptAx sin , (10) 
 

где ,А  - амплитуда и начальная фаза 
вынужденных колебаний. 
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Динамические составляющие сил 

определяются выражениями 
 

   ptxcF d sin011  ,     xcF d 22  . (12) 
 
Подставляя значение x  в выражения 

(12), получим 
 
   ptptAcF d sinsin11   (13) 
 
   ptAcF d sin22 . (14) 
 
После несложных преобразований 

выражения (13) и (14) запишем: 
 
   ptAcF d sin111  (15) 
 
   ptAcF d sin222  (16) 
 

где 1A , 2A  - амплитуды деформаций упругих 
связей 
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Динамические составляющие амплитуд 

деформаций упругих связей будем учитывать 
динамическими коэффициентами   и 2 , 
показывающими во сколько раз амплитуда 
деформаций каждой упругой связи 1A , 2A  
больше амплитуды кинематического возмуще-
ния колебаний  : 

 

 


 
 1A ,    


 
 2A  (17) 

 
На рис. 3 приведены амплитудно-

частотные характеристики механического 
осциллятора при различных соотношениях 
жесткостей упругих связей. 

 

 
 

Рис. 3 – Амплитудно-частотные 
характеристики: 1, 2, 3 – коэффициенты 
динамичности   и 2  соответственно, 

когда ( 21 cc  ), ( 21 cc  ) и ( 21 cc  ); 
  - соотношение частот kp  
 
Динамические усилия в упругих связях 

оценим коэффициентами 1F  и 2F , показы-
вающими во сколько раз амплитуда усилий 
каждой упругой связи больше величины стати-
ческого распределения нагрузки от дефор-
мации первой упругой связи на величину  . 
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На рис.  4 приведена зависимость 

динамических коэффициентов  F  и 2F  от 
соотношения частот   при различных 
соотношениях жесткостей упругих связей. 
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Рис. 4. Зависимость коэффициентов 
динамичности от соотношения частот:  

1, 2, 3 – коэффициенты динамичности  F  
и 2F  соответственно, когда 

( 21 cc  ), ( 21 cc  ) и ( 21 cc  );  
  - соотношение частот kp  
 
Выводы. В отличие от классического 

механического осциллятора, включающего 
массу и упругую связь, осциллятор с двумя 
параллельными упругими связями имеет 
следующую амплитудно-частотную 
характеристику: 

При малых частотах возмущения 
( 0  ) в упругих связях возникают равные 
усилия, амплитуды упругих деформаций 
обратно пропорциональны жесткостям. 

При определенном соотношении частот 
 , в дорезонансной зоне, наблюдается 
снижение величин деформаций и усилий в 
упругой связи с жесткостью 1c , которая 
подвержена кинематическому возмущению. 
Это происходит за счет снижения влияния 
второй упругой связи при увеличении 
абсолютных перемещений массы, 
колеблющейся в близкой фазе с 
кинематическим возмущением. 

В около- и резонансных режимах на 
деформации и усилия в упругих связях 
определяющее влияние оказывают 
абсолютные перемещения массы. 

В послерезонансном режиме, по мере 
увеличения частоты кинематического 
возмущения, абсолютные перемещения массы 
стремятся к нулю и, соответственно, 
динамические усилия в первой упругой связи 
определяются амплитудой кинематического 
возмущения (  11 cF d ), а усилия во второй 
упругой связи стремятся к нулю. 
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МЕХАНІЧНИЙ ОСЦИЛЯТОР З 

ПАРАЛЕЛЬНИМИ ПРУЖНИМИ В’ЯЗЯМИ  
 

Анотація. Методика. На прикладі 
механічного осцилятора з двома 
паралельними пружними в'язями дано аналіз 
динаміки механічної системи з роздвоєнням 
силового потоку. Показано розподіл 
статичних і динамічних навантажень між 
двома гілками при кінематичному збуренні 
вимушених коливань в пружній в'язі. У першому 
наближенні представлена фізична модель 
механічних систем з розгалуженням силового 
потоку, у вигляді механічного осцилятора з 
паралельними пружними в'язями, характерних 
для ряду технологічного обладнання. Похибки 
в механічній системі, які призводять до 
вимушених коливань, враховуються 
кінематичним збуренням в пружній в'язі . 
Зовнішнє навантаження імітує вага маси , що 
здійснює поступальний рух. 

Результати. Встановлено, що при 
малих частотах збурення динамічні зусилля в 
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пружних в'язях пропорційні їх жорсткості. При 
цьому, в дорезонансній зоні, при певному 
співвідношенні частот власних і вимушених 
коливань спостерігається зниження пружних 
деформацій в'язі з кінематичним збуренням. У 
післярезонансній зоні, у міру збільшення 
частоти кінематичного збурення, 
переміщення маси наближається до нуля. 

Показано, що статична складова 
навантаження розподіляється пропорційно 
жорсткості. Вирівнювання статичного 
навантаження можна забезпечити при рів-
ності і зниженні жорсткостей пружних в'язей. 

Наукова новизна. Встановлено 
закономірності формування та розподілу 
статичних і динамічних навантажень в 
механічних системах, що містять паралельні 
пружні в'язі. 

Практична цінність. Показано шляхи 
зниження динамічних навантажень та 
вирівнювання статичних навантажень у 
пружних в'язях. 

Ключові слова: механічний осцилятор , 
розподіл навантаження , амплітудно-
частотна характеристика . 

 
MECHANICAL OSCILLATOR WITH PARALLEL 

SPRINGY ASSOCIATION 
 

Annotation. By the example of a 
mechanical oscillator with two parallel springy 
associations executed dynamics analysis of a 
mechanical system with a split power flow. It is 
shown the distribution of static and dynamic loads 
between the two branches with the kinematic 

actuation forced vibrations in an springy 
association. 

In the first approximation physical model of 
mechanical systems with branching power flow 
presented as the mechanical oscillator with 
parallel springy association. It is typical of a many 
technological equipments. Uncertainties in the 
mechanical system leads to forced vibrations. That 
take into account by kinematic actuation forced 
vibrations in an springy association. External load 
simulates the weight of the mass, that performs 
translational motion. 

Results. It is a fact that at low driving 
frequency dynamic forces in the springy 
associations are inversely proportional to their 
stiffness. At the same time, in front of the 
resonance zone at a certain frequency ratio of 
natural and forced oscillations, there is a decrease 
elastic deformation connection with the kinematic 
perturbation. In the post-resonance zone, with 
increasing frequency of kinematic drive, moving 
mass tends to zero. 

It is shown the static load component is 
distributed proportionally stiffness. Balancing of 
the static load can be achieved by equality and 
reduced stiffness of elastic connections. 

Scientific novelty. Formation and 
distribution laws of static and dynamic loads in 
mechanical systems containing parallel springy 
association was determined. 

Practical value. It is shown ways to reduce 
the dynamic loads and static loads in alignment 
elastic ties. 

Key words: mechanical oscillator, 
distribution of load, amplitude-frequency 
characteristic. 

 


