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МАТЕМАТИЧНЕ  
МОДЕЛЮВАННЯ РУХУ СКИБИ 
ҐРУНТУ ПО ПЛОЩИНІ КОСОГО 
КЛИНА 
 

Анотація. Розроблені нові математичні моделі руху 
скиби ґрунту із сталою швидкістю по шорсткій площині 
косого клина на прикладі нестискуваної смуги. Аналітично 
розглянуто різні моделі смуги: смуга, що складається із 
окремих елементів (частинок), суцільна гнучка смуга, яка не 
чинить опору згинанню, смуга, яка чинить опір згинанню. 
Чисельними методами інтегрування побудовані осі для 
розглянутих моделей смуги, а для часткових випадків 
знайдено аналітичний опис осі у формі параметричних 
рівнянь. Для першої моделі і часткового випадку другої моделі, 
коли площина клина нахилена до горизонту під кутом тертя, 
знайдений аналітичний розв’язок диференціальних рівнянь у 
вигляді параметричних рівнянь осі смуги. 
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Постановка проблеми. Вивченню 

кінематичних характеристик руху окремої 
частинки матеріалу по шорстких поверхнях 
робочих органів сільгоспмашин присвячено 
багато робіт. До них в першу чергу відносяться 
фундаментальні праці [1, 2]. Технологічним 
матеріалом служать частинки мінеральних 
добрив [3], зернові суміші [4], частинки гною [5]. 
При роботі ґрунтообробних знарядь частинки 
ґрунту змушені певним чином рухатися по їх 
поверхнях. В існуючих працях при розрахунку 
кінематичних параметрів частинок їх швидкість 
приймають сталою, рівною швидкості 
переміщення знаряддя в ґрунті [6, 7]. Частинки 
ґрунту діють одна на іншу і під впливом сил 
підпору примушують рухатися по поверхні 
скибу. В праці [7] розглядаються різні моделі 
скиби: від окремої частинки до смуги 
прямокутного перерізу із певною жорсткістю. 
Розгляд і аналітичний опис деформації скиби 
на косому клині є проміжним результатом 
розгляду її на поверхні полиці плуга. 

Аналіз останніх досліджень. 
Визначення траєкторії руху частинок ґрунту по 
поверхні полиці є предметом дослідження 
багатьох науковців. При її розшуканні автори 
здебільшого приймають елемент скиби за 
матеріальну частинку [6, 8, 9]. Побудована 
згідно такої моделі траєкторія руху частинки не 
зовсім точно відображає вісь скиби при її 
переміщенні по поверхні полиці плуга. Тому 
розглядаються моделі, в яких скибу приймають 
за смугу прямокутного перерізу, яка має певні 
властивості [7, 10]. 

Мета дослідження. Описати аналітично 
форму осі скиби при її русі по косому клину на 
прикладі штовхання смуги прямокутного 
перерізу із врахуванням сил, які при цьому 
виникають.  

Зміст дослідження. Якщо на похилу 
площину, встановлену під кутом ε до горизонту 
(рис. 1,а), штовхати смугу під кутом α0 до 
нижньої горизонтальної кромки (леза), то така 
модель відповідає роботі косого клина. Напрям 
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швидкості V вступу смуги на площину клина 
протилежний напряму руху самого клина, тобто 
при русі клина із швидкістю V смуга змушена з 
цією швидкістю вступати на його площину і 
рухатися по певній траєкторії. При подальшому 
русі із швидкістю V по площині смуга згинається 
і її вісь стає криволінійною (на рис. 1,а показана 
тільки вісь смуги). Розглянемо деякі моделі 
руху смуги по косому клину. 

Модель 1. Смуга складається із окремих 
елементів у вигляді паралелепіпедів, 
отриманих при перерізі смуги поперечною 
площиною із рівним інтервалом. При русі такої 
смуги по клину кожний окремий елемент 

штовхає попередній. Розглядається рух 
окремого елемента, як матеріальної частинки. 

Після вступу на площину клина під кутом 
α0 подальший рух частинки буде окреслений по 
криволінійній траєкторії із змінним кутом α. В 
площині клина розташуємо плоску систему 
координат хОу, як показано на рис. 1,а. При 
русі частинки по площині на неї буде постійно 
діяти складова сили ваги, спрямована вздовж 
лінії найбільшого нахилу паралельно осі Оу. 
Вона буде примушувати частинку рухатися 
вниз, в результаті чого траєкторія буде 
криволінійною. Але при цьому виникає 
відцентрова сила, спрямована по нормалі до 
траєкторії, яка також впливає на її форму. 

         
    а       б 
Рис. 1. Графічні ілюстрації до розташування косого клина в просторі та руху частинки 

по його площині: а) схема дії сил на частинку при її русі по площині косого клина; 
б) розкладання сили ваги частинки у вертикальній площині 

 
Для складання диференціальних рівнянь 

руху частинки в даному випадку зручно 
скористатися супровідним тригранником 

траєкторії, у якого орт   спрямований по 

дотичній, а орт нормалі n  – перпендикулярно 
йому в сторону центра кривини траєкторії. Його 
положення відносно системи хОу буде 
визначатися кутом α в поточній точці А (рис. 
1,а). Система диференціальних рівнянь в 
проекціях на орти супровідного тригранника 
запишеться [1]: 

2; n
dVm F mkV F
dt   ,         (1) 

де m – маса частинки; V=const – швидкість руху 
частинки; k – кривина траєкторії – величина, 

обернена радіусу кривини: k=1/ρ; Fτ, Fn – 
проекції прикладених до частинки сил на орти 
дотичної і нормалі. 

Оскільки ми прийняли швидкість руху 
частинки сталою, то перше рівняння системи 
(1) перетворюється в тотожність, тобто є рівним 
нулю. Його розглядати не будемо, оскільки нас 
не цікавлять сили опору переміщенню 
частинки, тому що вони не впливають на форму 
траєкторії і долаються силами підпору. У 
другому рівнянні потрібно знайти сили, які діють 

на частинку в проекції на головну нормаль n . 
Складову сили ваги частинки, яка діє на 

неї вздовж лінії найбільшого нахилу 
(паралельно осі Оу), визначимо із рис. 1,б. 
Враховуючи кут ε нахилу площини, вона буде 
рівна mg·sinε, де g=9,81 м/с2 – прискорення 
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вільного падіння. В свою чергу, цю складову 
розкладемо на орти супровідного тригранника 
траєкторії. Враховуючи кут α між ортом 
дотичної і віссю Ох, можна записати складову 

сили ваги в проекції на орт n  mg·sinε·cosα 
(рис. 1,а). Таким чином, рівняння руху частинки 

в проекції на орт n  нормалі траєкторії 
запишеться: 

 cossin2 mgmkV  .           (2) 
Роз’вяжемо (2) відносно кривини 

траєкторії: 

 cossin
2V

gk  .                 (3) 

Знайдемо параметричні рівняння 
траєкторії руху частинки. Для цього 
скористаємося відомими залежностями 

cos
ds
dx

 і sin
ds
dy

 і перейдемо до 

нової змінної s – довжини дуги траєкторії: 

ds
d

d
dx

ds
dx 


 . З таких же міркувань 

ds
d

d
dy

ds
dy 


 . Із диференціальної 

геометрії відомо, що k
ds
d




. Таким чином, 

можна записати: 

cos ; sindx dyk k
d d

 
 

       (4) 

 

Підставимо вираз кривини із (3) в (4). 
Одержимо наступні два вирази: 

2 2

; tg
sin sin

dx V dy V
d g d g


   
  .   (5) 

Кожне із рівнянь (5) може бути 
проінтегроване незалежно одне від одного. 
Після інтегрування і перетворень наводимо 
параметричні рівняння траєкторії: 

 

2

0

2

0

;
sin

ln cos
sin

Vx x
g

Vy y
g







 

  
.      (6) 

В параметричних рівняннях (6) 
незалежною змінною є кут α між дотичною до 
траєкторії і віссю Ох. При побудові траєкторії за 
рівняннями (6) початкове значення кута α 
потрібно брати рівним кутові α0 (рис. 1,а). Сталі 
інтегрування х0 і y0 визначимо із умови, що при 
α= α0  х=0 і y=0. Підставивши ці значення в (6), 
знаходимо: 

 22
00

0 0

ln cos
; .

sin sin
VVx y

g g


 
     (7) 

За рівняннями (6) з урахуванням сталих 
(7) було побудовано траєкторії руху частинки 
при різних значеннях кута ε і α0. На рис. 2,а 
показана залежність траєкторії від кута ε нахилу 
площини клина,  а на рис. 2,б – від напряму 
вступу частинки на площину клина. Величина 
переміщення частинки по клину на підйом, яка 
вимірюється координатою y, зростає по мірі 
зменшення кута нахилу ε або ж при збільшенні 
кута γ. При γ=900 підйом буде максимальний, 
однак при цьому не буде зміщення частинки в 
сторону в напрямі осі Ох. 

 

  
а       б 

Рис. 2. Траєкторії руху частинки при примусовому її переміщенні по клину із 
сталою швидкістю: а) кут нахилу площини клина ε=300 при різних значеннях кута α0; 

б) кут вступу на площину клина α0=800 при різних значеннях кута ε 



                                                                                            

 

 30 

№ 4 (72) 

2013 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

Вплив швидкості переміщення клина на 
траєкторію руху частинки по ньому можна 
визначити теоретично за рівняннями (6). 
Оскільки V2 є сталою величиною і від нього 
залежить величина координат х і у, то вона 
відіграє роль масштабного коефіцієнта. Це 
означає, що при зростанні швидкості вдвічі, 
координати траєкторії зростають вчетверо, 
включаючи і висоту підйому і зміщення 

частинки по скребку. Крива є симетричною 
відносно лінії найбільшого нахилу, яка 
проходить через найвищу точку траєкторії 
(паралельно осі Оу). 

Модель 2. Скиба є суцільною абсолютно 
гнучкою, нестискуваною смугою прямокутного 
поперечного перерізу розміром a×b. Вона не 
чинить опору згинанню, але викликає силу 
тертя при переміщенні по клину. 

 

 
Рис. 3. Схема руху гнучкої смуги по площині косого клина 

 
Оскільки смуга є нестискуваною, то при її 

штовханні в точці вступу на площину клина 
швидкість всіх її частин вздовж осі стала і рівна 
V. При штовханні смуги виникає сила тертя F, 
спрямована вздовж дотичної до осі в сторону, 
протилежну напряму руху (рис. 1,а). Її величина 
залежить від довжини s смуги: в перерізі В вона 
дорівнює нулю, в поточному перерізі А має 
певне значення (рис. 2), яке збільшується по 
мірі зростання довжини s смуги. Найбільше 
значення сила тертя має в перерізі при вступі 
смуги на площину клина. Вона викликає 

зусилля, що стискають смугу і тим само 
впливають на форму її осі при русі смуги. Щоб 
оцінити цей вплив, розглянемо елемент смуги в 
поточному перерізі А довжиною ds (рис. 4,а). 
Зліва на елемент діє сила тертя F, яка до кінця 
елемента зростає на dF. Такою ж по величині 
підпорною силою F+dF врівноважується 
елемент смуги. Виникає результуюча сила dP, 
спрямована вздовж нормалі осі в протилежну 
сторону від центра кривини. Для визначення її 
величини розглянемо рис. 4,б. 

 

 
    а     б 

Рис. 4. Сили, що діють на елемент смуги в результаті тертя при її русі по площині 
клина: а) елемент смуги з прикладеними силами; 

б) визначення результуючої сили 



                                                                                            

 

 31 

№ 4 (72) 

2013 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

При граничному значенні, коли s прямує 
до нуля, сила тертя в перерізі А стає рівною F, 
а відношення dα до ds дає кривину k осі в 
цьому перерізі. Знайдемо результуючу силу dP, 
проекціюючи обидві сили F на напрям нормалі. 
Згідно рис. 4,б можна записати: 

2
sin2

2
90cos2 0  dFdFdP 






  .(8) 

З огляду на те, що кут α досить малий, 
можна прийняти sin(α/2)=α/2. Підставивши це 
значення у (8), отримаємо простий вираз: 

FddP  .                        (9) 
Тепер потрібно знайти величину сили 

тертя F в перерізі А, яка є функцією s довжини 
смуги. Відомо, що сила тертя визначається 
добутком нормальної реакції N на коефіцієнт 
тертя f: F=fN. Виділимо елемент смуги 
довжиною ds. Його вага визначиться 
множенням об’єму на щільність q матеріалу і на 
константу g: a·b·q·g·ds. Згідно рис. 1,б 
нормальна реакція dN визначиться множенням 
отриманого виразу на cosε: dN=a·b·q·g·cosε·ds. 
Таким чином, сила тертя для елемента смуги 
довжиною ds запишеться: 

dsfabqgdF cos .              (10) 
Інтегруванням виразу (10) отримаємо 

силу тертя в поточній точці А: 
cosF fabqgs  ,                (11) 

де s – довжина дуги АВ осьової лінії смуги 
(рис. 3). 

Підставивши вираз (11) в (9), отримаємо: 
 dfabqgsdP cos .          (12) 

Виокремлений елемент смуги будемо 
розглядати в рівновазі при проекціюванні 

діючих на нього сил на орт нормалі n  подібно 
частинці в точці А (рис. 1). Крім елементарної 
сили (12) в тому ж напрямі діє елементарна 

відцентрова сила ds
dmVmkV 22  . 

Підставимо замість m масу елемента смуги і 
отримаємо вираз елементарної відцентрової 
сили: 

ds
ds
dabqVdFц
2 .             (13) 

Нарешті, складова сили ваги елемента 
смуги діє вздовж нормалі в напрямі центра 

кривини (в напрямі орта n ) і визначається 
виразом, який стоїть в правій частині рівняння 
(2). Замість маси m підставимо її вираз і 
отримаємо: 

dsabqgdFв  cossin .        (14) 
Додамо елементарні сили (12), (13) і (14) 

з врахуванням напряму їх дії, при цьому силу 
(12) для зручності сумування запишемо у 
вигляді: 

ds
ds
dfabqgsdP cos .       (15) 

Після додавання суму елементарних сил 
(12), (13) і (14) можна скоротити на добуток 
a·b·q·ds, тобто на масу елемента смуги. 
Отриманий після цього вираз є 
диференціальним рівнянням осі смуги, в якому 
невідомою функцією є залежність α=α(s): 

   cossincos2 gfgsv  .  (16) 
Таким чином, форма осі смуги не 

залежить від її розмірів поперечного перерізу і 
щільності матеріалу. При f=0, тобто при 
відсутності тертя рівняння (16) збігається із 
рівнянням (2). Це означає, що при русі гнучкої 
нестискуваної смуги по абсолютно гладенькій 
площині форма її осі набуває форму траєкторії 
окремої частинки. 

Рівняння (16) має розв’язок: 
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(17) 
де с – постійна інтегрування. 

Наявність розв’язку (17) ще не означає 
можливості побудови осі смуги при заданих 
умовах – швидкості V штовхання смуги, кута 
нахилу площини ε і коефіцієнта тертя f. Згідно 
вище наведених залежностей (після формули 
(3) ) для отримання параметричних рівнянь осі 
смуги необхідно інтегрувати наступні вирази: 

cos ; sinx ds y ds    .    (18) 

В загальному випадку при підстановці у 
(18) залежності α=α(s) (17) вирази (18) не 
можуть бути проінтегровані. Для отримання 
кривої необхідно застосування чисельних 
методів. Однак для окремих випадків рівняння 
(18) в кінцевому вигляді знайти можна. 

По-перше, при ε=0 вираз (17) стає 
константою: α=const. Згідно (18) вісь смуги буде 
прямою лінією незалежно від напряму 
штовхання, що очевидно, оскільки площина 
клина буде горизонтальною. 

По-друге, вирази (18) можуть бути 
проінтегровані, якщо у (17) прийняти f=tgε. Це 
означає, що кут нахилу площини рівний кутові 
тертя. Інтегрування виразів (18) дає наступні 
результати: 
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(19) 
Постійні інтегрування с, х0, у0 

визначаються із заданих початкових умов. 
Наприклад, при s=0 нам потрібно отримати 
α=αп, де αп – значення кута α в початковій точці 
(в точці В, рис. 3, оскільки початок відліку дуги 
осі знаходиться в її кінці по відношенню до 
точки вступу на площину. Підставляємо ці 
значення у (17) при f=tgε і отримуємо: 

 )1/()1(Arctg2 22  veVe cc
п .(20) 

Розв’язавши (20) відносно сталої с, 
отримаємо: 
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Аналогічно знаходимо значення х0, у0 із 
(19), якщо ми хочемо, щоб при  початковому 
значенні дуги s=s0 вісь смуги починалася із 

заданої точки (наприклад, із початку координат 
х=0, у=0). 

Рівняння (19) дають можливість 
досліджувати форму осі смуги для часткового 
випадку при f=tgε. На рис. 5,а побудовані криві 
при ε=450,  V=2 м/c, f=Arctg ε і різних кутах αп. 
Однак при такому представленні важко судити 
про зміну форми осі смуги по мірі просування її 
по площині клина. Для наочності всі криві 
повинні виходити із точки вступу смуги на 
площину. Для цього вибираємо кут вступу 
смуги на площину (наприклад,  α0=600). 
Проводячи під цим кутом паралельні дотичні до 
кривих, визначаємо точки дотику і кінцеве 
значення дуги s=sк. На рис. 5,а потрібні ділянки 
дуг показані потовщеною лінією при зміні s в 
межах 0… sк для кожної дуги.  

Наступний етап – побудова цих кривих 
таким чином, щоб їх кінці, які відповідають куту 
α0=600, виходили із однієї точки. Цю операцію 
виконуємо за допомогою паралельного 
перенесення кривих визначенням потрібних 
значень х0, у0 у рівняннях (19). На рис. 5,б всі 
криві виходять із початку координат. Вони 
дають уявлення про те, як змінюється вісь 
смуги, що вступає на площину клина під кутом 
α0=600, по мірі її просування (при зростанні 
довжини дуги s). Штриховою лінією показана 
крива, по якій рухається кінець смуги при її 
штовханні в точці вступу на площину. 
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Рис. 5. Криві осі гнучкої смуги при α0=600 і різних значеннях кута αп: 
а) спільною точкою кривих є точка кінця осі смуги; б) спільною точкою кривих  

є точка вступу смуги на площину клина 
 

Для випадку, коли f≠tgε, побудова осі 
смуги здійснюється чисельними методами. На 
рис. 6 побудовані криві, аналогічні кривим на 
рис. 5 з тією різницею, що в одному випадку кут 
ε збільшений на 150 по відношенню до кута 
тертя (рис. 6,а), а в другому – зменшений на 
150 (рис. 6,б). Аналізуючи рисунки 5, 6, можна 
зробити висновок, що відхилення кута нахилу 

площини клина  від кута тертя в одну або іншу 
сторону не впливає суттєво на форму осі 
гнучкої смуги, яка рухається по площині клина. 
З математичної точки зору ця різниця суттєва – 
при f=tgε можна отримати рівняння осі смуги в 
кінцевому вигляді, а при f≠tgε потрібно 
застосовувати чисельні методи інтегрування. 
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   а          б 
Рис. 6. Криві осі гнучкої смуги при f=1, V=2 м/с і різних кутах вступу α0 і нахилу площини ε: 
 а) ε=600,  α0=500;     б) ε=300,  α0=400. 
 

Було також досліджено вплив швидкості 
руху смуги на форму її осі, коли кут ε 
збільшений на 150 по відношенню до кута тертя 
(рис. 7,а), і зменшений на 150 (рис. 7,б). В обох 
випадках кут αп нахилу кінця смуги до осі Ох 

дорівнює 600, а також рівні між собою кути α0 
вступу смуги на площину. По мірі зростання 
кута ε нахилу площини дальність просування 
смуги в напрямі осі Ох суттєво зменшується. 

 

    
   а           б 

Рис. 7. Криві осі гнучкої смуги при f=1, α0=300, αп=600 і різних швидкостях V: 
 а) ε=300;     б) ε=600. 
 

На рис. 8,а показано вплив на форму осі 
смуги коефіцієнта тертя, а на рис. 8,б – кута ε 
нахилу площини клина. При f=0 крива має вісь 
симетрії і збігається із траєкторією руху окремої 

частинки (рис. 8,а). По мірі збільшення кута 
нахилу ε площини клина дальність просування 
смуги в напрямі осі Ох зменшується (рис. 8,б). 

 

     
   а         б 

Рис. 8. Криві осі гнучкої смуги при V=2 м/с і різних коефіцієнтах тертя f  і кутах нахилу 
площини ε: 

 а) ε=450,  α0=400;     б) f=0,3,  α0=500 
 

У всіх випадках (крім випадку, коли f=0) 
вісь смуги не має осі симетрії. Її кривина 
зростає по мірі просування по площині – 
найменша в точці вступу на площину і 
найбільша в кінці смуги. 

Модель 3. Скиба є суцільною 
нестискуваною смугою прямокутного 
поперечного перерізу розміром a×b. Вона 
чинить опір згинанню із-за наявної жорсткості, а 
також опір переміщенню, викликаного силою 
тертя. 

Із курсу опору матеріалів відомо, що 

кривина 
ds
dk 

  пружної осі смуги прямо 

пропорціональна прикладеному моменту М і 
обернено пропорціональна жорсткості смуги EI, 
де Е – модуль Юнга, I= a3b/12 - момент інерції 
плоского перерізу смуги. З цього визначення 
вираз для прикладеного моменту можна 
записати: 

ds
dbaEM 

12

3

 .                    (22) 
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Поперечну силу Fп, яка діє на смугу в 
поточній точці В (рис. 3), знайдемо 
диференціюванням виразу (22) по довжині s 
смуги (при цьому вважаємо жорсткість смуги 
сталою величиною): 

2

23

12 ds
dbaE

ds
dMFп


 .             (23) 

Щоб знайти елементарну силу dFп, яка 
діє на елемент смуги довжиною ds, потрібно 
продиференціювати вираз (23): 

3

33

12 ds
dbaE

ds
dFп 

 .                 (24) 

Елементарна сила (24) діє на елемент 
смуги в поперечному напрямі, тобто вздовж 
нормалі осі. Вона виникає внаслідок пружності 
смуги і як елементарні сили dP (12), dFц (13) 
спрямована в протилежну сторону від центра 
кривини і намагається розігнути смугу. Додамо 
ці три названих сили, а також складову сили 
ваги елемента (14), яка їх врівноважує, із 
врахуванням напряму дії і отримаємо: 

3
2

12
cos sin cos 0

a bE ds abqV ds

fabqgs ds abqg ds

 

   

  

  
. 

(25) 
При Е=0, тобто у випадку абсолютно 

гнучкої смуги, яка не чинить опору згинанню, ми 
отримаємо рівняння (16). Скоротимо (25) на ds і 
остаточно отримаємо диференціальне рівняння 
осі смуги: 

   coscossin12 2
2 fgsVg

Ea
q

 .(26) 

Таким чином, за наявності пружних сил 
смуги на форму осі також впливає розмір а її 
поперечного перерізу. Розв’язок 
диференціального рівняння (26) здійснювали 
чисельними методами, після цього отримана 
залежність α= α(s) підставлялася у рівняння 

(18), які знову ж таки інтегрувалися чисельними 
методами і таким чином будувалася вісь смуги. 
Початкові умови інтегрування: при s=0 (при 
вступі смуги на площину) поперечна сила Fп і 
прикладений момент М від цієї сили 
дорівнюють нулю. Отже згідно формул (22) і 
(23) 0  . При s=0 кут α=αп, при 
кінцевому значенні дуги s=sк (довжини всієї 
смуги) α=α0. Дослідження показали, що 
значення модуля Юнга до 5000 Па практично 
не впливає на форму осі (рис. 9). На рис. 10 
побудовані криві, яких набуває вісь смуги при 
зростанні модуля Юнга до 107 Па, що 
відповідає властивостям ґрунтів. На рис. 10,а 
криві виходять із кінцевої точки смуги, що є 
початковою при інтегруванні, і обмежені 
дотичними, проведеними під кутом α0 вступу 
смуги на площину. На рис. 10,б ці криві 
паралельним перенесенням приведені до 
спільної точки вступу на площину під кутом α0, 
як було описано раніше. Особливістю осі смуги 
за наявності жорсткості є те, що кривина її 
зменшується по мірі просування по площині, а 
при її відсутності – збільшується. 

 

 
Рис. 9. Криві осі смуги, побудовані при f=0,3, 

V=2 м/с, ε=450, b=0,3: 1 – Е=0; 2 – Е=5000 Па 

 
    а      б 

Рис. 10. Криві осі смуги при V=2 м/с, f=0,3,  b=0,3 м, q=1200 кг/м3, ε=450, α0=450, αп=450  
і різних значеннях модуля пружності Юнга: а) всі криві виходять із кінцевої точки смуги; 

б) всі криві виходять із точки вступу на площину під кутом α0 
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Рис. 11. Динаміка зміни осі смуги при її переміщенні по площині (V=2 м/с, b=0,3 м, q=1200 
кг/м3, ε=450, α0=450, Е=3·107 Па)  і різних значеннях коефіцієнта тертя: 

 а) f=0;      б) f=0,3 
 

Прослідкуємо динаміку зміни осі жорсткої 
смуги по мірі її просування по площині клина, як 
це показано на рис. 5,б і 6 для абсолютно 
гнучкої смуги. На рис. 11 такі криві побудовані 
за наявності і відсутності тертя. З цього рисунка 
можна зробити висновок, що вплив жорсткості 
смуги є домінуючим в порівнянні із 
коефіцієнтом тертя. Навіть при невеликому 
значенні модуля Юнга осі смуги в обох 
випадках мало відрізняються між собою. 

Висновки. На форму осі нестискуваної 
смуги, яка рухається по похилій площині косого 
клина із постійною швидкістю внаслідок її 
штовхання в точці вступу на площину, 
впливають як конструктивні параметри клина, 
так і фізико-механічні властивості смуги. При 
найпростішій моделі смуги її віссю є траєкторія 
руху окремої частинки. Така крива є 
симетричною відносно лінії найбільшого нахилу 
площини, яка проходить через найвищу точку 
кривої. В другій моделі смуга є суцільною і 
абсолютно гнучкою. В цьому випадку на її 
форму впливає величина коефіцієнта тертя. 
Вісь смуги не є симетричною, її кривина зростає 
по мірі просування смуги по площині. В третій 
моделі смуга наділена певною жорсткістю, 
тобто вона чинить опір згинанню. До певних 
меж жорсткості при заданих конструктивних 
параметрах і швидкості просування смуги вплив 
модуля пружності Юнга на форму осі 
незначний. Проте із його зростанням вплив 
стає домінуючим. Вісь смуги не є симетричною, 
її кривина зменшується по мірі просування 
смуги по площині. 

В загальному випадку вісь смуги 
будується при допомозі чисельного 
інтегрування диференціальних рівнянь, що її 
описують. Для першої моделі і часткового 
випадку другої моделі, коли площина клина 
нахилена до горизонту під кутом тертя, існує 
аналітичний розв’язок диференціальних 
рівнянь у вигляді параметричних рівнянь осі 
смуги. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ДВИЖЕНИЯ ПЛАСТА ПОЧВЫ ПО 

ПЛОСКОСТИ КОСОГО КЛИНА 
 

Аннотация. Составлены 
дифференциальные уравнения движения 
пласта почвы с постоянной скоростью по 
шероховатой плоскости косого клина на 
примере несжимаемой полосы. Рассмотрены 
различные модели полосы: полоса, состоящая 
из отдельных элементов (частиц), сплошная 
гибкая полоса, которая не сопротивляется 
изгибу, полоса, которая сопротивляется 
изгибу. Численными методами 
интегрирования построены оси для 
рассмотренных моделей полосы, а для 
частных случаев найдено аналитическое 
описание оси в виде параметрических 
уравнений. Для первой модели и частного 
случая второй модели, когда плоскость клина 
наклонена к горизонту под углом трения, 
найдено аналитическое решение 
дифференциального уравнения в виде 
параметрических уравнений оси пласта 
почвы. 

Ключевые слова: пласт почвы, косой 
клин, несжимаемая полоса, скорость, 
траектория, дифференциальное уравнение, 
численные методы интегрирования. 

 

MATHEMATICAL MODELING OF MOTION SOIL 
LAYER ON A PLANE DIAGON WEDGE 

 
Annotation. Differential equations of traffic 

of a strip with a constant velocity on a friction 
plane of an oblique wedge on an instance of an 
incompressible strip are made. It is considered 
various models of a strip: a strip consisting from 
separate elements (corpuscles), a continuous 
flexible strip which does not oppose to bending, a 
strip which opposes to bending. Numerical 
methods of integration build axes for the 
considered models of a strip, and for partial cases 
the analytical exposition of an axis in the form of 
parametric equations is discovered. 

Key words: an oblique wedge, an 
incompressible strip, a velocity, a path, a 
differential equation, numerical methods of 
integration. 


