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Аннотация. Методом ВБК приближённо определено 

динамическое перемещение осциллятора линейно-
переменной массы при мгновенном нагружении его 
постоянной силой. Показано, что в таком осцилляторе 
максимум коэффициента динамичности не равен двум и 
значения максимума монотонно меняются в ходе колебаний. 
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Введение. В прочностных расчётах 

элементов машиностроительных конструкций 
методами сопротивления материалов [1], [2], 
[3] обычно принимают коэффициент 
динамичности равным двум. Но это равенство 
может не выполняться при изменении во 
времени массы упругой системы. Механизмы с 
переменной массой звеньев распространены в 
машиностроении. Динамическому расчёту 
таких механизмов посвящены монографии [4], 
[5], в которых изучены особенности 
колебательных процессов в основном при 
действии периодических нагрузок. Здесь идёт 
речь о мгновенном нагружении осцилляторов 
переменных параметров и показано, что 
вследствие изменения массы, коэффициент 
динамичности не равен двум. Ранее на это 
обстоятельство обратили внимание в [6], что 
послужило мотивом к дальнейшему развитию 
этой работы. 

Целью данной работы является 
определение максимума коэффициента 
динамичности в упругой системе с одной 
степенью свободы при линейном изменении её 

массы во времени, вызванного мгновенным 
приложением постоянной силы.  

Определение коэффициента 
динамичности при отсутствии 
реактивной силы. Рассмотрим случай, когда 
масса m  колебательной системы с одной 
степенью свободы меняется во времени по 
линейному закону 

 0 1 .m m t                       (1) 

В (1): 0m  – начальное значение массы; 

0m   – скорость изменения массы, при 0   

m  возрастает, а при 0   – убывает; t  – 
время. 

Без учёта диссипативных сил, 
перемещения осциллятора x , при мгновенном 
нагружении постоянной силой Q , 
описываются дифференциальным уравнением 

   
2

2
02

0

.
1 1

d x x Q H t
dt t t m


 

 
 

  (2) 
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В (2) 0
0

c
m

  ; c  – коэффициент 

жёсткости упругой системы;  H t  – функция 
Хевисайда. 

Решение уравнения (2) ищем при 
нулевых начальных условиях: 

 
0

0 0; 0.
t

dxx
dt 

                   (3) 

Задача Коши, представленная 
равенствами (2) и (3), согласно Лагранжу, 
имеет решение в квадратурах: 

         1 1 2 2x t c t x t c t x t  ,      (4) 
где 

   
   

   
   

2
1

0 0

1
2

0 0

;
1

;
1

t

t

x t dtQc t
m t t

x t dtQc t
m t t





 
 


 




 

     2 1
1 2 ;dx dxt x t x t

dt dt
             (5) 

   1 2,x t x t  – фундаментальные решения 
однородного уравнения: 

2
2
02 0.

1
d x x
dt t




 


                 (6) 

В отличие от работы [6], где уравнение 
(6) решено с помощью функций Бесселя, 
упрощая математическую модель колебаний, 
фундаментальные решения  1x t  и  2x t  
определим приближённо, методом ВБК [7]. 
Согласно этому методу: 

   1/2 1/2
1 2cos ; sin ,x t x t       (7) 

причём 0
0 0

21 ; .t    


    

Для зависимостей (7): 

 

 

2
0

2

2 2
0 0

1 ;
2

21 ; .

t const

t dt d



  
 

  

  
         (8) 

Подставив (7) и (8) в (5), с учётом (4), 
находим выражение коэффициента 
динамичности: 

     1/2
1 2cos sin ,дK a a         (9) 

в котором: 

     
0

1 0
sin 2 ;a d S S





    


     
(10) 

     
0

2 0
cos 2 ;a d C C





    


    
 

   
0 0

1 sin 1 cos;
2 2

S d C d
     

   
  

 – интегралы Френеля [8]. 
В случаях, когда 1   и 0 1   

формулу (9) можно преобразовать к 
упрощённому виду, более удобному для 
анализа и вычислений. Поскольку при больших 
  и 0  имеет место асимптотика [8]: 

    0
0

0

1 cos cos ;
2

S S   
  

 
    

 
(11) 

    0
0

0

1 sin sin ,
2

C C   
  

 
    

 
 

то, согласно (9), (10) и (11): 

   0
0

1 cos .дK


  


         (12) 

В пределе, когда 

 00 0
0

lim 1; lim ,t
 


  

 
    выражение 

(12) сводится к общеизвестной формуле: 

 1 cosдK t   

из которой следует, что max 2.дK   
Исследование выражения (12) на 

экстремум даёт: 

*

0

max 1 .дK



                (13) 

В (13) 

 
 

0
*

0

2 1

2 1

n n

n n






  
 

 при 
0
0, 1,2,3,...n




 

 

Согласно (13) значение max дK  зависит 
от номера n . Первый максимум, 
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соответствующий 1n  , в осцилляторе 

возрастающей массы  0   больше двух, а 
последующие больше первого. В осцилляторе 
убывающей массы  0   первый 

max 2,дK   а последующие максимумы 
меньше первого. 

Таким образом, без учёта реактивной 
силы, коэффициенты динамичности в 
осцилляторе возрастающей массы больше 
двух, а в осцилляторе убывающей массы – 
меньше двух. 

Определение коэффициента 
динамичности при действии реактивной 
силы. Учитывая действие реактивной силы, 
вместо (2), решаем дифференциальное 
уравнение: 

   
2

2
02

0

1 ,d x dx Qt x H t
dt dt m

      (14) 

при начальных условиях (3). 

Фундаментальными решениями 
уравнения (14) при 0Q   в приближении ВБК 
– метода теперь является: 

   1/2 1/2
1 2cos ; sin .x t x t       

Для них  
2
0
22

t 


   и выполняются 

остальные равенства в (8). 
Используя (4), (5), вычисление 

коэффициента динамичности сводим к 
формуле: 

     1/2
1 2cos sin ,дK b b         (15) 

в которой 

   
0 0

1 2sin ; cos .b d b d
 

 

            

Интегрированием по частям далее 

 1b   и  2b   выражаем через интегралы 
Френеля: 

 

     1 0 0 0cos cos ;
2

b C C             

(16) 

     2 0 0 0sin sin .
2

b S S             

 
Подстановкой (16) в (15) находим:  
 

            0
0 0 01 cos cos sin

2дK C C S S
         
 

             .(17) 

 
При 1   и 0 1  , учитывая 

асимптотику (10), вместо (17), получаем более 
простую приближённую формулу 

   

 

0
0

0
0

1 cos

1 sin .
2

дK


  


 


   

 
      (18) 

Исследуя (18) на экстремум, находим, 
что 

0
* 2

0

1max 1 1 .
4дK


 

           (19) 

Здесь 

 
 

0*

0

2 1

2 1

n n

n n

 


 

   
  

 

при     

0

0
10, , 1, 2,3,...

2
arctg n



 




  
 

В осциллятора возрастающей массы 

*
0.   Поэтому, когда *

0
0

1 ,
4

 


   

согласно (19), первый, соответствующий 
1n  , max 2дK  , а последующие 

максимумы меньше первого. В осцилляторе 

убывающей массы *
0   и первый 
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max 2дK  , а последующие максимумы 
больше первого. 

Таким образом, при действии реактивной 
силы меняется динамическое поведение 
осциллятора. Неравенства для оценки 
максимума коэффициента динамичности 
становятся противоположными тем, что были 
ранее получены без учёта реактивной силы. 

Результаты расчётов и их анализ. 
Определим коэффициент динамичности при 
отсутствии реактивной силы. Для проведения 

расчётов принимаем 0 10m  кг; 160c  Н/м; 

0,2   с-1.  

В табл. 1 представлены значения дK , 
полученные с помощью численного 
интегрирования уравнения (2) (первая строка), 
приближённой формулы (9) (вторая строка), а 
также приближённой формулы (12) (третья 
строка), при убывании массы. 

 
Таблица 1 

Значения дK  в разные моменты времени, полученные двумя способами 
,t с 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 

дK  1,4402 
1,4399 
1,4514 

1,4560 
1,4543 
1,4447 

0,1106 
0,1108 
0,1138 

1,8024 
1,8021 
1,8076 

0,4557 
0,4526 
0,4454 

1,4135 
1,4158 
1,4255 

0,4730 
0,4678 
0,4628 

1,6660 
1,6623 
1,6639 

1,3247 
1,3289 
1,3391 

 
Результаты из табл. 1 свидетельствуют о 

высокой точности асимптотических формул, из 
которых проще использовать в инженерных 
расчётах формулу (12). 

На рис. 1 представлена зависимость 
коэффициента динамичности дK  от времени 
t  при убывании массы, рассчитанная с 
помощью формулы (9). 

Как видно из рис. 1, первый 
max 2дK  , а остальные меньше первого. 

На рис. 2 представлена зависимость 
коэффициента динамичности дK  от времени 
t  при возрастании массы. 

 

  
 

Рис. 1. Зависимость коэффициента 
динамичности дK  от времени t  при 

убывании массы ( 0,2   с-1) 
 

 
Рис. 2. Зависимость коэффициента 
динамичности дK  от времени t  при 

возрастании массы ( 0,2  с-1) 
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График на рис. 2 подтверждает ранее 
сделанный вывод о том, что для осциллятора с 
возрастающей массой без учёта реактивной 
силы первый максимум 2дK  , а 
последующие больше первого. 

Исследуем влияние реактивной силы на 
поведение коэффициента динамичности дK . 
Для этого примем прежние исходные данные.  

В табл. 2 представлены значения дK , 
полученные с помощью численного 
интегрирования уравнения (14) (первая 
строка), приближённой формулы (17) 
(числители) и приближённой формулы (18) 
(знаменатели), при возрастании массы. 

 
Таблица 2 

Значения дK  в разные моменты времени, полученные двумя способами 
,t с 0,5 1 2 3 4 5 6 7 8 

дK  1,3524 
1,3525 
1,3523 

1,7525 
1,7529 
1,7527 

0,5294 
0,5291 
0,5290 

1,3552 
1,3559 
1,3558 

0,5988 
0,5982 
0,5982 

1,5557 
1,5564 
1,5562 

0,2673 
0,2669 
0,2670 

1,8031 
1,8032 
1,8030 

0,3711 
0,3716 
0,3717 

 
Результаты из табл. 2 свидетельствуют о 

высокой точности асимптотических формул, из 
которых проще использовать в инженерных 
расчётах формулу (18). 

На рис. 3 представлена зависимость 
коэффициента динамичности дK  от времени 
t  при убывании массы, рассчитанная с 
помощью (17). 

На рис. 3 первый максимум 2дK  , а 
последующие больше первого. 

На рис. 4 представлена зависимость 
коэффициента динамичности дK  от времени 
t  при возрастании массы.  

 

  
 

Рис. 3. Зависимость коэффициента 
динамичности дK  от времени t  при 

убывании массы с учётом реактивной 
силы ( 0,2   с-1) 

 

 
Рис. 4. Зависимость коэффициента 
динамичности дK  от времени t  при 

возрастании массы с учётом реактивной 
силы ( 0,2  с-1) 

 
 
График на рис. 4 свидетельствует о том, 

что при действии реактивной силы у 
осциллятора возрастающей массы первый 

максимум 2дK  , а последующие максимумы 
меньше первого. 



                                                                                            

 

42 

№ 4 (72) 

2013 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

Выводы. Исследование показало, что 
при мгновенном нагружении постоянной силой 
упругой системы переменной массы максимум 
коэффициента динамичности перемещений не 
равен двум. Его значения монотонно меняются 
в ходе колебаний. Реактивная сила оказывает 
существенное влияние на динамическое 
поведение системы. 
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ПРО КОЕФІЦІЄНТ ДИНАМІЧНОСТІ ПРИ 
МИТЄВОМУ НАВАНТАЖЕННІ ОСЦИЛЯТОРА 

ЛІНІЙНО-ЗМІННОЇ МАСИ 
 

Анотація. Методом ВБК наближено 
визначено динамічне переміщення осцилятора 
лінійно-змінної маси при миттєвому 
навантаженні його сталою силою. Показано, 
що в такому осциляторі максимум 
коефіцієнта динамічності не дорівнює двом і 
значення максимуму монотонно змінюються 
під час коливань. 

Ключові слова: коефіцієнт 
динамічності, ВБК – метод, змінна маса, 
осцилятор. 

 
ABOUT DYNAMIC FACTOR AT 

INSTANTANEOUS LOADING LINEAR 
OSCILLATOR WITH VARIABLE MASS 

 
Annotation. WBK method is approximately 

defined dynamic movement of the oscillator 
linearly variable mass on instantaneous loading 
his constant force. It is shown that in a high 
dynamic coefficient oscillator is not equal to two, 
and the maximum values vary monotonically in the 
course of oscillation.  

Key words: dynamic factor, WBK - method, 
variable mass, oscillator. 

 


