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ХАРАКТЕРИСТИКИ ЖОРСТКОСТІ 
ВЕРСТАТА-ТРИЦЕПТА В 
УЗАГАЛЬНЕНИХ ПАРАМЕТРАХ 

 
Запропоновано розрахункову схему руху промислової 

платформи типу трицепт і отримано залежності пружних 
переміщень платформи від лінійних деформацій штанг. За 
принципом Лагранжа отримано залежності для 
характеристик жорсткості трицепту в узагальнених 
параметрах для будь-якої просторової орієнтації платформи. 
Виявлено, що значні відхилення платформи від вертикалі на 
кути понад ±45º призводять до зниження жорсткості 
трицепту майже втричі. Встановлено, що область 
конфігурацій платформи в інтервалі кутів обертання 
відносно осей нерухомого базису (-25º...+25º) забезпечує більш 
рівномірний розподіл характеристик жорсткості ніж інші 
конфігурації та більш сприятливі умови для виконання 
різноманітних технологічних операцій.  

Ключові слова: механізм паралельної структури і 
кінематики, пружні деформації ланок, матриця Якобі. 

  

Вступ. Досвід практичного використання 
верстатів-роботів на основі механізмів 
паралельної структури і кінематики (МПСК) 
підтверджує, що такі технологічні машини є 
більш жорсткими та надійними у порівнянні з 
аналогами на основі механізмів з послідовною 
структурою через скорочення кінематичних 
ланцюгів, зменшення кількості і спрощення 
механізмів приводів, а також забезпечують 
більш ефективне використання робочого 
простору. В результаті впровадження 
високошвидкісної обробки деталей на 
верстатах з МПСК продуктивність виробництва 
збільшується у 5…10 разів [1, 2].  

Постановка проблеми. Швидкість 
переміщень промислової платформи (ПП) з 
МПСК у складі серійних моделей верстатів-
роботів за даними фірм MIKROMAT (ФРН), 
OKUMA (Японія), NEOS ROBOTICS AB 
(Швеція), INGERSOLL (США) сягає 10 м/с, 
пришвидшення – 30 м/с2 (при випробуваннях – 
50 м/с2), частота обертання шпинделя – 120 
000 хв-1 (при шліфуванні – 180 000 хв-1) [2, 3]. 
Під час виконання технологічного процесу та 
руху ПП виникають коливання, які впливають 
не тільки на перевантаження елементів 
верстата, але і на точність позиціювання, на 
швидкість відпрацювання траєкторії і тривалість 
технологічної операції та на надійність усієї 
системи. Особливо важливою є 

функціонування роботів-верстатів при 
резонансних режимах, під час критичних 
перевантажень, в умовах нестійкості орієнтації і 
позиціювання полюса ПП та у непередбачених 
ситуаціях.  

За таких умов дослідження характеристик 
жорсткості промислової платформи верстата-
трицепта в залежності від просторової 
орієнтації є актуальною науковою проблемою і 
має практичне значення для вітчизняного 
верстатобудування. 

Аналіз відомих досліджень. 
Конструюванню і дослідженню верстатів-
роботів на основі МПСК присвячені роботи 
Ю.М. Кузнєцова, Д.А. Дмитрієва, А.Ш. 
Коліскора, А.Ф. Крайнєва, В.А. Глазунова, J.P. 
Merlet та ін. [3 – 5]. Основою для створення 
лінійки верстатів-трицептів з трьома 
телескопічними штангами можна вважати 
запатентовану в Німеччині структуру трипода 
[2] з вертикальною штангою, шарнірно 
зв'язаною зі станиною і з центром рухомої 
платформи. Такий механізм уявляє собою 
пасивний кінематичний ланцюг, який блокує 
прокручування рухомої платформи з 
виконавчим органом навколо власної осі, 
сприймає робочі навантаження і надає МПСК 
кінематичної визначеності. На практиці цю ідею 
реалізовано фірмою Neos Robotics (Швеція) у 
конструкції 5-ти координатного свердлувально-
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фрезерного верстата моделі ТRІСЕРТ-600, 
який отримав ефективне застосування у 
моторобудуванні й авіакосмічній промисловості  
для обробки турбінних лопаток, компресорних 
дисків, складних інструментів, пресформ та 
штампів [3, 5].  

Для шестикоординатних верстатів-
роботів на основі МПСК типу гексапод виконано 
низку досліджень жорсткості обладнання, 
приведеної до зони обробки, за результатами 
яких суттєво розширено технологічні 
можливості процесів обробки [6, 7]. Відомі 
дослідження деформацій ланок МПСК типу 
гексапод за методом кінцевих елементів та 
експериментальні вимірювання відповідної 
жорсткості забезпечують визначення 
характеристик жорсткості лише для конкретної 
просторової конфігурації верстата-робота [8, 9].  

Метою даних досліджень є розробка 
аналітичних моделей для визначення 
характеристик жорсткості ланок МПСК 
верстата-трицепта в залежності від 
узагальнених параметрів, які однозначно 
визначають просторову конфігурацію ПП.  

Твердотільна 3-D модель верстата-
трицепта. Перші моделі багатоцільового 
верстата серії ТRІСЕРТ мали вертикальну 
компоновку, шо надавало конструкції більшої 
жорсткості, але значно ускладнювало доступ до 
заготованок. Сучасна компоновка 
високошвидкісного верстата-трицепта 
складається з трьох штанг змінної довжини, 
з'єднаних з шестикутною рамою за допомогою 
карданних підвісів (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Твердотільна 3-D модель верстата-трицепта 
 

На нижніх кінцях штанг розташовані 
сферичні шарніри, з'єднані з робочою 
платформою. Верстат-трицепт має 5-ти 
координатну систему управління і спроможний 
виконувати 5 незалежних рухів відносно п'яти 
осей координат (3 осі від штанг триподу та 2 осі 
за рахунок вбудови додаткових осей обертання 
шпинделя) [10]. Для сприйняття крутних 
моментів від навантажень у середині трипода 
розміщено масивну центральну штангу. 
Жорстка трикутна конструкція несучої системи 
верстата дозволяє виконувати операції 

фрезерування та розточування складних 
поверхонь на нерухомому круглому столі 
діаметром 2400 мм. Робоча зона верстата 
ТRІСЕРТ–600 становить 800 х 800 х 400 мм, що 
є значною перевагою верстатів на основі МПСК 
типу трипод у порівнянні з верстатами на основі 
МПСК типу гексапод, на яких заготованки 
можна обробляти тільки з однієї сторони під 
кутом ±30° або ±45°. 

МПСК типу трицепт  складається з 
основи 4, двоповоротної рами колони 5, 
двоповоротної рами штанги 6, поворотно-
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поступального кільця (карданого підвісу) 7, 
штанги 2 з кроковим двигуном на основі 
гвинтової пари, штока штанги 8, корпуса 
шарніра 9, кисті 10 маніпулятора платформи 3, 
тримача 11 шпинделя з інструментом 12. 
Механізм лінійного переміщення перетворює 
обертальний рух ротора двигуна 1 у 
поступальний рух штока 8 відповідної ланки 2 
та просторовий рух платформи. Двигун 
потужністю 30 кВт (з можливістю 
короткочасного перевантаження до 80 кВт), 
виконаний з водяним охолодженням, 
обертається у гібридних кулькових підшипниках 
з частотою обертання до 30 000 об/хв. 
Інструменти з конусом Н8К63 надходять у 
шпиндель з 12-ти позиційного дискового 
інструментального магазину за допомогою 
маніпулятора [11].  

Структурна схема просторової 
орієнтації ПП. Складається з наступних 
компонентів: нерухомого базиса 1, з яким 
зв’язано нерухому систему координат ОX0Y0Z0; 
рухомої платформи 2, з якою зв’язано  систему 
координат ОXYZ; трьох штанг А1В1, А2В2, А3В3 

змінної довжини, що зв’язані шарнірами Гука з 
нерухомим базисом у точках Аі і сферичними 
опорами з рухомою платформою у точках Ві; 
середньої напрямної ОР, перпендикулярної  до 
рухомої платформи та з’єднаної шарніром Гука 
з нерухомим базисом. Це надає можливість 
середній напрямній ОР рухатись відносно 
верхньої нерухомої платформи вздовж напряму 
ОР та пасивно змінювати свою довжину ОР=h  
(рис. 2). 

Змінні довжини штанг 3 прийнято 
називати L-координатами. Верстат-трицепт має 
5 ступенів рухомості: три незалежних рухи ПП з 
рухомою системою координат ОXYZ відносно 
нерухомого базису ОX0Y0Z0 (два обертання 
відносно осей ОX0 і ОY0  з кутами φ і θ 
відповідно та поступальний рух уздовж 
напрямної ОР, що змінює довжину ОР=h), та 
два обертання шпинделя з кутами  φ2 і φ3  (див. 
рисунок 2) [10, 12]. У якості узагальнених 
координат ПП прийнято два кути   і   та 
довжину h середньої напрямної OP. 

 

 
Рис. 2. Структурна схема моделі верстата-трицепта 
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Матриці перетворення координат точок 
платформи при повороті на кути   і   мають 
вигляд (рис. 3) 
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В результаті матриця перетворення 
координат кінцевого повороту має вигляд 
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Рис. 3. Розрахункова схема системи кутів  
повороту платформи 

 
Координати центрів шарнірів Аі у 

нерухомому базисі ОX0Y0Z0 та шарнірів Ві у 
системі ОXYZ, звязаній з рухомою 
платформою, мають вигляд 
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Абсолютні координати координати 
шарнірів Ві у нерухомому базисі ОX0Y0Z0 
залежать від узагальнених координат 
платформи ( ,,h ) і визначаються з 
урахуванням матриці (2)  
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Довжини штанг iL  визначено як відстань 

між центрами шарнірів iA і iB  
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З урахуванням виразів (3) та (4) отримано 
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де R і r – радіуси центрів шарнірів нерухомої 
(верхньої) та рухомої (нижньої) частин ПП. 

Визначення пружних переміщень ПП. 
Для заданої просторової конфігурації ПП 
 ,,h  її пружні відхилення   ,,h  
внаслідок пружних (поздовжних) деформацій 
штанг iL  визначають нову конфігурацію 

  ,,hh . 
При розкладі у ряд Тейлора, нехтуючи 

величинами вищого ступеня меншості, 
отримано 

 
 
 
  















.cossinsin
;sincoscos
;cossinsin
;sincoscos

 

За результатами підстановки параметрів 
нової конфігурації ПП 
  ,,, hhLL ii  в (5) 
отримано залежності пружних деформацій 
штанг від пружних переміщень платформи у 
вигляді 

 iiii bahdL ,               (6) 

де сталі iii dba ,,  визначаються за формулами 
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і є конструктивними параметрами, що 
характеризують досліджувану конфігурацію ПП. 

Вираз (6) у матричній формі має вигляд 
   T hbadL iiii .      (8) 

Зауважимо, що вирази (8) можна 
отримати також використовуючи матрицю Якобі 
J від (5) [13] у вигляді 
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Формули (9) визначають систему 
залежностей пружних лінійних деформацій iL  

ланок ii BA  від пружних переміщень 

  ,,h  ПП у заданій просторовій 

конфігурації  ,,h . Розв’язок системи 

рівнянь (9) відносно   ,,h  визначає 
пружні переміщення ПП в залежності від 
деформацій iL  ланок. 

Визначення характеристик 
жорсткості ПП. При прикладенні сил у 
напрямі ОР та моментів сил M  і M  відносно 
відповідних осей ОХ і ОY система отримує 
пружні лінійні деформації і залишається в 
рівновазі. Відповідні сили пружності штанг 
дорівнюють 

3,2,1,  iLcF iii ,                  (10) 

де ic  – коефіцієнти жорсткості ланок з 
урахуванням жорсткості штока, лінійних 
приводів, кінематичних пар тощо.  

Використовуючи принцип Лагранжа 
(принцип можливих переміщень), отримано 
залежність деформацій від сил і моментів. 

Можливі переміщення ПП згідно (6) 
зв’язані залежностями 
          T hbadL iiii

.                                     
Надамо приріст першій узагальненій 

координаті  h , вважаючи інші константами: 
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Складемо рівняння можливих робіт 
сил hF  та iF  на можливому (віртуальному) 

переміщенні  h  у вигляді 
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переміщеннях    і    та визначено 
наступні залежності пружних моментів  
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Залежності для сили та моментів 
об’єднані в єдине матричне рівняння 
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де jic    ,,, hji  – коефіцієнти жорсткості 
МПСК, що визначені так 
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Матрицю жорсткості TC  платформи 
верстата-трицепта можна отримати також за 
матрицею Якобі та діагональною матрицею СD 
жорсткості  штанг у вигляді 
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(13) 
Матриця (13) жорсткості TC  характеризує 

пружні властивості МПСК верстата-трицепта 
для даної просторової конфігурації у напрямах 
відповідно до пружних переміщень  ,,h , 

тобто у напрямі сили hF  та у напрямах 

моментів M  та M . Елементи матриці 

залежать від сталих коефіцієнтів  iiii dbac ,,, , 
які розраховуються для заданої конкретної 
конфігурації, визначеної узагальненими 
параметрами ,,h . Діагональні складові 
матриці жорсткості є основними, інші 
характеризують пружну зв’язність коливань у 
відповідних напрямах. 

Проведено розрахунки для наступної 
компоновки МПСК верстата-трицепта: R = 0,3 м;  
r = 0,2 м; 0321 cccc  .  

Точки горизонтальної площини  діаграми 
(рис. 4) відповідають конкретній конфігурації 
МПСК платформи з кутами орієнтації  і  . 

Згідно діаграми визначають жорсткість 

0cchh  платформи для заданої просторової 
конфігурації з довжиною середньої напрямної  
h=0,25 м. 

Діаграма (див. рис. 4) характеризує 
розподіл основної компоненти ihh cc жорсткості 
для множини конфігурацій МПСК верстата-
трицепта. Наприклад, точка 1D  діаграми 
відповідає значенню відносної жорсткості 

ihh cc =1,46 для кутів  =-25º,  =25º при  
довжині середньої напрямної h=0,25 м.   

 
Рис. 4. Діаграма розподілу за кутами орієнтації  ,  відносної жорсткості 0cchh   

для МПСК верстата-трицепта  
 

Якщо коефіцієнти жорсткості штанг взяти 
рівними 0321 cccc  =108 Н/м, то 
характеристики жорсткості (елементи матриці 

TC ) приймають для точки  1D  діаграми 

наступні значення: hhc =1,46·108 Н/м;  
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hh cc   =-0,21·108 Н; hh cc   =0,1·108 Н; 

  cc =1,45·10-4 Н·м; 

c =0,1·108 Н·м;   c =0,22·108 Н·м. 
Для інших значень h отримують 

аналогічні діаграми.  
Висновки. Розроблено аналітичні 

залежності характеристик жорсткості верстата-
трицепта від просторової конфігурації МПСК, 
яка визначається трьома узагальненими 
координатами (довжиною середньої напрямної 
штанги та двома кутами орієнтації платформи). 
За результатами чисельного моделювання на 
прикладі певної конструкції верстата-трицепта 
визначено область конфігурацій МПСК з 
незадовільними пружними властивостями. 
Встановлено, що відхилення платформи від 
вертикалі на кути понад ±45º призводять до 
зниження жорсткості МПСК майже втричі. 
Визначено область конфігурацій в інтервалах 
зміни кутів   і   (0…±25)º, яка відповідає 
більш рівномірному розподілу характеристик 
жорсткості, ніж інші конфігурації МПСК, що 
забезпечує більш сприятливі умови проведення 
необхідних технологічних операцій. Отримані 
результати є необхідною основою для 
визначення головних частот верстата-трицепту 
та дослідження резонансних режимів в 
залежності від просторової конфігурації МПСК. 
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ХАРАКТЕРИСТИКИ ЖЕСТКОСТИ СТАНКА-
ТРИЦЕПТА В ОБОБЩЕННЫХ ПАРАМЕТРАХ 

 
Аннотация. Предложена расчетная 

схема движения промышленной платформы 
типа трицепт и получены зависимости 
упругих перемещений платформы от 
линейных деформаций штанг. По принципу 
Лагранжа получены зависимости для 
характеристик жесткости трицепта в 
обобщенных параметрах для любой 
пространственной ориентации платформы. 
Выявлено, что значительные отклонения 
платформы от вертикали на углы более ± 
45º приводят к снижению жесткости 
трицепта почти втрое. Установлено, что 
область конфигураций платформы в 
интервале углов вращения относительно 
осей неподвижного базиса (-25º ... + 25º) 
обеспечивает более равномерное 
распределение характеристик жесткости, 
чем другие конфигурации, и более 
благоприятные условия для выполнения 
различных технологических операций.  

Ключевые слова: механизм 
параллельной структуры и кинематики, 
упругие деформации звеньев, матрица Якоби. 

 
FEATURES OF STIFFNESS OF MASHINE-

TRIСEPT IN GENERALIZED PARAMETERS 
 

Annotation. Proposed a design scheme of 
movement of industrial platform type tricept and 
the dependences of the elastic displacement of the 
platform from the linear deformation of rods. 
According to the principle of Lagrange obtained 
the characteristics of stiffness of tricept in 
generalized parameters for any orientation of the 
platform. Revealed that significant platform 
deviations from the vertical at angles more than ± 
45º lead to a decrease in stiffness of tricept nearly 
tripled. It is found that the area of platform 
configurations in the range of angles of rotation 
about the axes of the fixed basis (-25º ... + 25º) 
provides a more uniform distribution of stiffness 
characteristics than other configurations, and more 
favorable conditions for performing operations.  

Key words: mechanism of parallel structure 
and kinematics, the elastic deformation of links, 
the Jacobi matrix. 

 


