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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ДИНАМИКИ ЗЕРНА, НЕ 
СОВПАДАЮЩЕГО С НУЛЕВЫМ 
ЗЕРНОМ И НАХОДЯЩЕГОСЯ В 
НИЖНЕМ СЛОЕ, В КОНТАКТЕ С 
РАБОЧЕЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 
 

В настоящей работе приведена одна из составляющих 
математической модели безотрывного движения зерен во 
взаимодействии с присоединёнными зернами, которая 
может быть использована для описания движения массы 
зёрен по наклонной вибрирующей неперфорированной 
плоскости. 

Ключевые слова: вибрационная семяочистительная 
машина, наклонные неперфорированные фрикционные 
плоскости, математическая модель безотрывного движения 
зерен во взаимодействии с присоединенными зернами. 

  

Вибрационные семяочистительные 
машины, рабочим органом которых являются 
наклонные неперфорированные фрикционные 
плоскости, имеют очень высокую разделяющую 
способность и могут использоваться для 
выделения наиболее трудноотделимых 
примесей [1 - 5]. Однако их широкое 
использование ограничивается невысокой 
производительностю. 

Для создания новых конструкций 
высокопроизводительных семяочистительных 
машин очень важно иметь адекватные 
математические модели технологических 
процессов вибросепарации. 

Математические модели движения семян 
по наклонной вибрирующей поверхности в 
режимах безотрывного и отрывного движения, 
которые пригодны для исследования 
процессов виброочистки, предложены в ряде 
работ, проведенных ранее [6 - 9].  

В этих работах авторами 
рассматривается движение изолированного 
твёрдого тела эллипсоидной формы по 
наклонной шероховатой поверхности, либо с 
качением и проскальзыванием под действием 
сил гравитации и реакции опоры, либо с 
отскоком от поверхности с проскальзыванием и 
качением в точке соударения.  

В предложенных моделях адекватно 
учитываются основные силы и моменты, 
действующие на зерно, его инерционные, 

геометрические и кинематические 
характеристики, которые обуславливают 
траекторию движения зерна относительно 
поверхности.  

Однако, главным недостатком, данных 
моделей движения зёрен относительно 
рабочей поверхности виброочистительных 
машин, является игнорирование 
взаимодействий между зернами. 

Предлагаемая математическая модель 
движения взаимодействующих тел по 
наклонной вибрирующей поверхности включает 
наряду с описанием динамики зерен в полёте с 
учётом их столкновений и описание 
безотрывного движения зерен во 
взаимодействии с присоединёнными зернами. 

Математическая модель безотрывного 
движения зерен во взаимодействии с 
присоединёнными зернами применяется для 
описания движения массы зёрен.  

При разработке математической модели 
динамики зёрен в слое используем подходы, 
применяемые для описания механики 
сплошных сред [10 - 13].  

Перемещения зёрен в слое могут быть 
заданы как векторная сумма перемещения 
центра зерновой массы и перемещения центра 
массы рассматриваемого зерна относительно 
установленного центра зерновой массы. Для 
определения поступательного перемещения 
центра зерновой массы относительно рабочей 
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поверхности используем радиус-вектор. 
Радиус-вектор соединяет начало системы 
координат рабочей поверхности с точкой 
контакта нулевого зерна. Нулевое зерно 
выбираем в качестве центра рассматриваемой 
зерновой массы. При этом данное зерно 
должно находиться в контакте с рабочей 
поверхностью, то есть в нижнем слое зёрен, и 
высота зернового слоя над данным зерном – 
максимальна. Изменение радиус-вектора 
характеризует перемещение установленного 
зерна при его проскальзывании по рабочей 
поверхности. Перемещение, связанное с 
качением нулевого зерна, в данном случае не 
рассматривается вследствие относительно 
большого значения момента сопротивления 
проворачиванию зерна. Такой большой момент 
сопротивления проворачиванию вызван 
сдавливанием нулевого зерна со стороны 
зёрен окружения. 

При вычислении кинематических 
параметров разнонаправленного движения 
зерновой массы на вибрирующей рабочей 
поверхности необходимо учитывать 
местоположение рассматриваемого зерна в 
общей зерновой массе. Кроме нулевого зерна, 
по которому определяется линейная скорость 
перемещения центра зерновой массы 
относительно рабочей поверхности, при 
расчётах также необходимо рассматривать: 

 зёрна, не совпадающие с нулевым 
зерном и находящиеся в нижнем слое, в 
контакте с рабочей поверхностью; 

 зёрна, находящиеся в промежуточном 
слое, вне контакта с рабочей поверхностью; 

 зёрна, находящиеся в верхнем слое и 
не испытывающие давление окружающих его 
зёрен. 

При математическом описании движения 
зёрен принимаем, что они имеют форму 
эллипсоида. Следовательно, при определении 
кинематических параметров необходимо 
учитывать как перемещения, связанные с 
проскальзыванием в точке контакта, так и 
перемещения, обусловленные перекатыванием 
зерна при его вращении относительно 
мгновенного центра вращения. 

То есть, для определения 
кинематических параметров движения зерна 
будем рассматривать систему уравнений: 
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где сопрKjсопрjj F,F,G


– силы: тяжести, 
сопротивления перемещению относительно 
окружающих зёрен и сопротивления 
перемещению относительно рабочей 
поверхности; 

сопр.jG M,M
j


  – момент от действия силы 

тяжести, приложенной к центру массы j -го 
зерна, и момент сопротивления его 
проворачиванию относительно окружающих 
зёрен в слое, соответственно; 

jL


, jH


 – векторы количества движения и 
момента количества движения j -го зерна. 
Вектор количества движения j -го зерна может 
быть вычислен с помощью следующего 
выражения: 

 jCjотн.jск.0вб.jj RщrrrmL


 , (2) 

где    jm  – масса j -го зерна; 

.вбr  – вектор скорости, которая 
приобретается зёрнами за счёт работы 
вибровозбудителя; 

0.скr  – вектор поступательной скорости 
движения нулевого зерна (центра зерновой 
массы); 

отн.jr  – вектор относительной скорости 
движения j -го зерна; 

jщ  – мгновенная угловая скорость 
вращения j -го зерна относительно своей точки 
контакта с рабочей поверхностью; 

jCR


 – радиус-вектор, который соединяет 
точку контакта j -го зерна jK  с его центром 
тяжести jС . 

Вектор момента количества движения или 
кинетический момент центра массы j -го зерна 
вычисляемя как: 

 
  jCjCjотн.jск.вб.j

jCотн.jск.вб.j

HRщrrrm

RrrrH








0

0 , (3) 

где  jCH


 – собственный кинетический момент 
зерна относительно его центра массы, 
приведенный к инерциальной системе 
координат. 

С учётом (2) и (3) нелинейная система 
уравнений (1), записанная в координатах, 
примет следующий вид: 



                                                                                            

129 

№ 3 (75) 

2014 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

 


 


222

2
j

2

j

2
отн.jотн.jотн.j

отн.j
вб.zмjj

вб.zjCjzjjjzjCj

Cjx
jy

jCjy
jx

jjx

отн.jjск.0jвб.хjCjxjj

jxjCjyCj
jz

jCjz
jy

j

zyx

x
frSh

rmRmRщm

R
dt

d
mR

dt
d

mG

xmxmrmRm

RщmR
dt

d
mR

dt
d

m



































,   (4) 

 


 


222

2
j

2

j

2
отн.jотн.jотн.j

отн.j
вб.zмjj

вб.zjCjzjjjzjCj

Cjx
jy

jCjy
jx

jjy

отн.jjск.0jвб.уjCjyjj

jyjCjCjz
jx

jCjx
jz

j

zyx

y
frSh

rmRmRщm

R
dt

d
mR

dt
d

mG

ymymrmRm

RщmR
dt

d
mR

dt
d

m



































,  (5) 

 


 


222

2
j

2

j

2
отн.jотн.jотн.j

отн.j
вб.zмj

вб.zjCjzjjjzjCj

Cjx
jy

jCjy
jx

j

jyотн.jjвб.zjCjzjj

jzjCjCjx
jy

jCjy
jx

j

zyx

z
frSh

rmRmRщm

R
dt

d
mR

dt
d

m

GzmrmRm

RщmR
dt

d
mR

dt
d

m

j 

































,  (6) 

  

j

jx
jзjjjyСjzjzСjy

отн.jСjzjотн.jСjyj

вб.yСjzjвб.zСjyjск.0Сjzjjx

jyСjzjzСjyjСj

jССjxj
jx

Сjj

fRShGRGR

yRmzRm
rRmrRmyRmH

RRRщm

dt
щd

RRm
dt

d
Rm



































j

j2

,   (7) 

   

j

jу
jзjjjzСjxjxСjz

отн.jСjxjотн.jСjzj

вб.zСjxjвб.хСjzjск.0Cjzjjy

jzCjxjxzCCj

jCCjyj
jy

Cjj

fRShGRGR

zRmxRm
rRmrRmxRmH

RRRщm

dt
щd

RRm
dt

d
Rm

jj



































j

j2

,   (8) 

  

j

jz
jзjj

jxСjyjyСjxотн.jСjyj

отн.jСjxjвб.xСjyjвб.yСjxj

ск.0Сjyjск.0Cjxjjz

jxCjyjyCjxjCj

jCCjzj
jz

Cjj

fRSh

GRGRxRm
yRmrRmrRm

xRmyRmH
RRRm

dt
щd

RRm
dt

d
Rm







































j

j2

щ

,     (9) 

singmG jjx  ,                     (10) 






222 cossincos

coscoscostggmG jjy


 ,   (11) 




222 cossincos

coscosgmG jjz


 ,           (12) 

где     зjS  – площадь поверхности j -го зерна. 
Данную величину рассчитываем с помощью 
выражений: 

24 jзj RS  ,                          (13) 

3
cbaR j

 ,                        (14) 

где     jR  – радиус сферы, к которой 
осуществляется приведение эллипсоида, 
моделирующего j -ое зерно; 

c,b,a  – полуоси эллипсоида. 

jx , jy , jz  – проекции на оси системы 
координат рабочей поверхности вектора 
мгновенной угловой скорости вращения j -го 
зерна относительно своего центра массы. 
Величины jx , jy , jz  рассчитываем в 
зависимости от углов поворота осей координат 
собственной системы координат j -го зерна 
относительно системы координат рабочей 
поверхности (углов Эйлера) согласно 
выражениям: 

 sinsincosjx   ,              (15) 

,cossinsinjy    ,             (16) 

 cosjz   ,                    (17) 

где  ,,  – углы поворота осей системы 
координат, связанной с телом, относительно 
системы координат, связанной с рабочей 
поверхностью. 
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 – проекции вектора 

мгновенного углового ускорения вращения 
нулевого зерна относительно своего центра 

массы. Значения 
dt

d
,

dt
d

,
dt

d jzjyjx 
 вычисляем 

согласно выражениям: 
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dt
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2
jz

2
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2
jxj    – скаляр вектора 

мгновенной угловой скорости jщ ; 

jxH , jyH , jzH  – проекции кинетического 
момента j -го зерна на оси системы координат 
рабочей поверхности. Данные величины 
вычисляем согласно выражениям: 

321 jjzjjyjjxjx lHlHlHH  ,             (21) 

321 jjzjjyjjxjy mHmHmHH  ,           (22) 

321 jjzjjyjjxjz nHnHnHH  ,            (23) 
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где     jzjyjx H,H,H   – проекции кинетического 
момента j -го зерна относительно его главных 
осей инерции ZYXC   (Рис. 1.); 

jzjyjx J,J,J   – моменты инерции j -го 
зерна относительно его главных осей; 

jzjyjx ,,    – проекции угловой скорости 
вращения j -го зерна относительно 
мгновенного центра на оси собственной 
системы координат; 
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Рис. 1. Принятые системы координат для 

расчёта кинематических параметров 
движения тела 
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321 m,m,m  – направляющие косинусы оси 
YC  ; 

321 l,l,l  – направляющие косинусы оси 
XC   относительно осей системы координат 

рабочей поверхности; 
321 n,n,n  – направляющие косинусы оси 

ZC  ; 
отн.jотн.jотн.j z,y,x   – проекции ускорения 

движения j -го зерна относительно центра 
зерновой массы; 

ск.0ск.0 y,x   – проекции ускорения 
скольжения движения центра зерновой массы. 
Данные величины рассчитываем с помощью 
выражений: 
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С учётом (15) – (17), (18) – (20), (21) – (41) 
система уравнений (4) – (9) может быть 
преобразована к виду: 
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где     621621 ,...,,k;,...,,i,B,A j
i 

j
k i   –

постоянные коэффициенты, величины которых 

определяем исходя из начальных условий 
(местоположения и поворота j -го зерна, его 
линейной и угловой скоростей и ускорений 
движения). 

Величины     621621 ,...,,k;,...,,i,B,A j
i 

j
k i   

определяем на основании следующих 
соотношений: 
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(86) 
где    jzjyjx J,J,J   – моменты инерции j -го зерна 
в собственной системе координат; 

jx , jy , jz  – проекции вектора угловой 
скорости вращения j -го зерна на оси 
собственной системы координат. Величины 
данных проекций рассчитываем с помощью 
выражений (36) – (38); 

 jl1 ,  jl2 ,  jl3 ,  jm1 ,  jm2 ,  jm3 ,  jn1 ,  jn2 , 
 jn3  – направляющие косинусы, задающие 

поворот осей собственной системы координат 
j -го зерна относительно осей системы 

координат рабочей поверхности. Величины 
направляющих косинусов рассчитываем с 
помощью выражений (27) – (35). 

Таким образом, в данной статье описана 
одна из составляющих математической модели 
безотрывного движения зерен во 
взаимодействии с присоединёнными зернами. 

Данный материал может быть 
использован для описания движения массы 
зёрен по наклонной неперфорированной 
вибрирующей поверхности.  
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ДИНАМІКИ ЗЕРНА, 
ЯКЕ НЕ ЗБІГАЄТЬСЯ З НУЛЬОВИМ ЗЕРНОМ 

І ЗНАХОДИТЬСЯ В НИЖНЬОМУ ШАРІ,  
В КОНТАКТІ З РОБОЧОЮ ПОВЕРХНЕЮ 

 
Анотація. У даний роботі приведена 

одна зі складових математичної моделі 
безвідривного руху зерен у взаємодії з 
приєднаними зернами, яка може бути 
використана для опису руху маси зерен по 
похилій вібруючій неперфорованій площині. 

Ключові слова: вібраційна 
насіннєочисна машина, похилі неперфоровані 
фрикційні площини, математична модель 
безвідривного руху зерен у взаємодії з 
приєднаними зернами. 

 
A MATHEMATICAL MODEL OF THE DYNAMICS 
OF GRAIN, DOES NOT COINCIDE WITH ZERO 
GRAIN, LOCATED IN THE LOWER LAYER, IN 
CONTACT WITH THE WORKING SURFACE 

 
Annotation. In this paper, we present one 

of the components of a mathematical model of 
unseparated grain movement in conjunction with 
attached grains, which can be used to describe the 
motion of the mass of grains on an inclined plane 
vibrating imperforate. 

Key words: vibration machine for cleaning 
the seeds, punch inclined plane friction, the 
mathematical model of unseparated grain 
movement in conjunction with the attached grains. 

 


