
                                                                                            

56 

№ 2 (78) 

2015 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

Сидоренко І. І. 

Кушнір А. Ю. 
Одеський  
національний 
політехнічний 
університет 

Байджанов С. М. 
Вінницький  
національний 
технічний  
університет 

Sydorenko I. I. 
Kushnir A. Yu. 
Odessa National 
Polytechnic University 

Baidzhanov S. M. 
Vinnytsia National 
Technical University 

УДК 62−531.7 
 

ПРУЖНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ 
НЕЛІНІЙНОГО ПРУЖНОГО 
ПРИСТРОЮ З РОЗШИРЕНОЮ 
МЕХАНІЧНОЮ СТРУКТУРОЮ 
 

Сучасний розвиток машинобудування вимагає якісного 
захисту технологічного устаткування та людини від 
негативного впливу коливань. Для цього використовують 
різноманітні пружні пристрої, але як показує практика, пружні 
характеристики даних пристроїв не повністю 
задовольняють потребам захисту. Таким чином, виникає 
потреба у вдосконаленні існуючих конструкцій пружних 
пристроїв та розширенні їх функціональних можливостей. 
Проведене в статті дослідження мало за мету розробку 
розрахункової схеми, математичної моделі та визначення 
пружних характеристик принципово нового пружного 
пристрою з розширеною механічною структурою. Проведені 
дослідження дозволили встановити, що розширення 
структури пасивного пружного пристрою додатковим 
механічним контуром є доцільним, оскільки це дозволяє 
значно розширити його функціональні можливості щодо 
відтворення нелінійних пружних характеристик.  

Ключові слова: пасивний пружний пристрій, додаткова 
механічна структура, нелінійна пружна характеристика. 

 
  

Постановка задачі. Для захисту 
технічних систем (ТС) від негативного прояву 
коливань використовують різноманітні пасивні 
пружні пристрої (ПППР) різного конструктивного 
виконання. Однак, у зв’язку зі збільшенням та 
розширенням полів вимушених коливань, що 
пов’язано з інтенсифікацією технологічних 
процесів,  тепер вже є неефективною ізоляція 
ТС від дії коливань за допомогою ПППР, що 
мають лінійну пружну характеристику. У деяких 
випадках наявність таких пристроїв в загалі 
призводить до виникнення резонансу. Саме 
тому, значно поширилося застосування ПППР з 
пружними характеристиками різного виду 
нелінійності. Зазвичай ці пристрої побудовані 
на основі пружних елементів, що мають власну 
лінійну пружну характеристику і через це їх 
потенціал щодо відтворення потрібних за 
деяких умов (цільових) пружних характеристик 
майже вичерпаний. Розробка та виготовлення 
нових пружних елементів з нелінійними 
пружними характеристиками стримується 
складною технологією формоутворення при 
незначних функціональних перевагах. 
Альтернативне застосування активних 
пристроїв ізоляції від негативного прояву 

коливань, в наслідок їх високої складності та 
вартості, має вибірковий характер і виправдано 
лише для цінного обладнання високої вартості 
[1]. Тому розробка та вивчення властивостей 
принципово нових ПППР ізоляції ТС від 
негативного прояву коливань, функціональні 
можливості яких наближені до функціональних 
можливостей активних пристроїв  уявляє 
собою актуальну науково–прикладну задачу.  

Аналіз досліджень і публікацій. 
Проведені дослідження, що мали за мету 
аналіз існуючих конструкцій ПППР відносно їх 
потенціалу по відтворенню пружних нелінійних 
характеристик дозволив встановити наступне. 
Нелінійна пружна характеристика пристрою, у 
складі якого застосовані пружні елементи, що 
мають власну лінійну пружну характеристику 
(циліндричні виті пружини, ресор та ін.), 
реалізується завдяки конструктивно 
обумовленій орієнтації пружного елементу по 
відношенню до лінії дії сили, що викликає його 
пружну деформацію або зміні точки 
прикладання цієї сили до пружного елементу [1, 
2]. Наприклад, відомий пружний пристрій, що 
складається з нерухомої 1 та рухомої 2 частин, 
направляючих 3, які забезпечують їх взаємне 
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прямолінійне переміщення, контактних 
елементів 4, які контактують з пружними 
елементами 5 у вигляді плоских пружин 

консольно закріплених на нерухомій частині 1 
(рис. 1, а). 

 

 
 

Згідно з обраною розрахунковою схемою, 
при прикладанні навантаження до рухомої 
частини 2, пов’язані з нею контактні елементи 4 
передають його на вільні кінці пружних 
елементів 5 (рис. 1, б). Пружна характеристика 
пристрою у цьому випадку описується виразом 

 F(x) = 3
0

))((
3

xyl
nEJ

x




x (1) 

де n – кількість пружних елементів; Е – модуль 
пружності матеріалу пружного елементу; J – 
момент інерції перетину пружного елементу; 
l|x=0 – початкова відстань від консольного 
закріплення до точки прикладання сили 
(початкове плече навантаження); y(x) – зміна 
відстані від консольного закріплення до точки 
прикладання навантаження при переміщенні 
рухомої частини 2, що залежить від кривизни 
контактного елементу 5 (зміна плеча 
навантаження). 

Аналіз зміни пружної характеристики 
представленого пристрою при варіації його 
геометричними параметрами та кривизною 
контактного елементу показує, що у 
визначеному діапазоні переміщення рухомої 
частини відносно нерухомої (робочий хід) 
пристрій здатний реалізовувати тільки множину 
прогресивних характеристик (Даффінговських 
характеристик "жорсткого" виду)[3].  

Застосування теорії модифікованих 
кінематичних графів для структурного аналізу 
та синтезу існуючих пасивних пружних 
пристроїв дозволило запропонувати 

принципово нові структурні рішення, що значно 
підвищують їх функціональні можливості [4]. 
Підвищення функціональних можливостей 
досягається шляхом розширення їх структури, 
що розглядається як базова, додатковими 
механічними структурами, які обумовлюють 
механічний  зворотний зв’язок [5]. Саме тому 
такі структури отримали назву пасивні пристрої 
ізоляції від дії коливань з механічним 
зворотним зв’язком (ПППР з МЗЗ). Практична 
реалізація проведених досліджень на поточний 
час уявляє собою принципово нову конструкцію 
ПППР (рис. 2). 

Виділення невирішеної частини 
загальної проблеми. Розробка 3D моделі 
запропонованого ПППР та перевірка 
голономних зв’язків між його елементами, 
розрахунок складових елементів на міцність 
підтверджують повну працездатність 
конструкції. Однак, на даний час не розроблено 
математичної моделі запропонованого 
пристрою, не визначено пружні характеристики 
які він здатен реалізувати, що робить 
неможливими проведення теоретичних 
досліджень пов’язаних з оцінкою ефективності 
його застосування. 

Формування цілей. Ціллю проведених 
досліджень є: розробка розрахункової схеми 
запропонованого пружного пристрою, що 
враховує голономні зв’язки між його 
елементами; визначення пружної 
характеристики пристрою і її зв’язок з його 
головними конструктивними параметрами для 
створення відповідної математичної моделі.  

 
                    а)                                                   б)                                                   в) 

 
Рис. 1. Пружна опора з нелінійною пружною характеристикою:  

3D модель (а); розрахункова схема (б); множина пружних характеристик (в) 
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Рис. 2. Нелінійний пружний пристрій з механічним зворотним зв’язком: 

1 – нерухома частина; 2 – рухома частина; 3, 5 – направляючі; 4 – пружні елементи; 
6 – каретка; 7, 8 – ролики; 9 – стійка с криволінійнім пазом 

 
Теоретичні дослідження. Для 

складання розрахункової схеми розглянемо 
принцип дії запропонованого пристрою (рис. 3). 
Зважаючи на те, що основні елементи 
пристрою розташовані симетрично відносно 
його головної вісі, для спрощення можна 
розглядати його половину. Дія зовнішньої сили 
прикладається до рухомої частини 2. Завдяки її 
контакту з роликом 7, навантаження 
передається на пружний елемент 4, який під 
дією навантаження прогинається. В наслідок 
чого каретка 6, разом з напрямними 5 

переміщується не тільки у вертикальному 
напрямку (до низу) вздовж напрямних 3, але і у 
горизонтальному напрямку вздовж напрямних 
5. Горизонтальнек переміщення обумовлене 
контактом роликів 8 каретки 6 з з криволінійним 
пазом у стійці 9, яка нерухомо закріплена на 
нерухомій частини пружно опори 1. При чому 
горизонтальне переміщення каретки 6 на 
величину ±y(x) є визначеним. Воно обумовлене 
формою криволінійного паза стійки 9, яка і 
визначає алгоритм управління пружною 
характеристикою.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Розрахункова схема пружного пристрою 
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Введемо в розрахункову схему систему 
координат X0Y, де вісь 0Y проходить через 
точку контакту ролика 7 і пружного елементу 4 
при відсутності зовнішнього навантаження, а 
вісь 0X збігається з місцем консольного 
закріплення пружного елементу.  

Прогин консольної пластинки 
визначається формулою: 

f  = 
EJ
Fl
3

3

, (2) 

де: f – прогин; Р – зовнішнє навантаження,     
що діє на пластину; l – робоча довжина 
пластини; Е – модуль пружності матеріалу 
пластини; J – осьовий момент інерції перетину 
пластини. 

Для пристрою, що розглядається,   
прогин n пластин f обумовлює переміщення 
рухомої частини відносно нерухомої на 
величину  

x = f (x) =  
EJn

xylF
x

3
))(( 3

0


 , (3) 

де: y(x) – зміна плеча навантаження, яка 
обумовлена формою криволінійного пазу.  

Тоді пружна характеристика для даного 
пристрою описується виразом 

F(x) = 3
0

))((
3

xyl
nEJ

x




x (4) 

Якщо порівняти вирази (1) і (4) то 
випливає, що на відміну від конструкції з 
криволінійними контактними елементами (див. 
рис. 1,а) запропонована конструкція дозволяє 
на протязі робочого ходу реалізувати 
знакозмінну зміну плеча навантаження 
пружного елементу. 

Для оцінювання можливостей 
розглянутого пристрою що до відтворення 
прежних характеристик, проведено ряд 
розрахунків. Для їх спрощення введено 
наступні припущення: пристрій має один 
пружний елемент, сили тертя у кінематичних 
парах не враховуються. Робочий хід пристрою 
x = 0..30 мм, початкове плече навантаження 
пружного елементу l|x=0 = 100 мм; модуль 
пружності матеріалу пружного елементу            
Е = 2,1∙105 МПа; розміри перетину пружного 
елементу 1х10 мм, що обумовлює момент 
інерції перетину J = 10 мм4; кривизна пазу, що 

обумовлює зміну плеча навантаження, 
описується рівнянням 

y(x) = 0,0369x2 + 1,85x – 0,2 (5) 

З урахуванням виразу (5) вираз (4) 
обумовлює два варіанти розрахунків. 
Розглянемо перший з них, коли зміна плеча 
навантаження y(x) обумовлює зменшення 
початкового плеча навантаження l|x=0  
(рис. 4, а). 

Проведений розрахунок при визначених 
параметрах, обумовлює прогресивну пружну 
характеристику (рис. 4, б). Якщо визнати 
змінним конструктивним параметром початкове 
плече навантаження l|x=0, то отримана при 
відповідних розрахунках множина рішень 
свідчить про те, що запропонована конструкція 
дозволяє реалізувати множину прогресивних 
характеристик (рис. 4, в). Причому збільшення 
параметру l|x=0 призводить до збільшення     
кута нахилу характеристики і зменшення її 
кривизни. 

Другий варіант розрахунків проведений 
за умови, що зміна плеча навантаження y(x) 
обумовлює збільшення початкового плеча 
навантаження l|x=0 (рис. 4, г). Проведений 
розрахунок при визначених параметрах, 
обумовлює дегресивну пружну характеристику 
(характеристика Даффінговського типу 
"м’якого" виду) (рис. 4, д). При зміні обраного 
конструктивного параметру l|x=0 відповідні 
розрахунки обумовлюють множину рішень, що 
відповідають множині дигресивних пружних 
характеристик (рис. 4, д). Збільшення обраного 
конструктивного параметру l|x=0 для поточного 
варіанту розрахунків приводить до зменшення 
кута нахилу характеристики і зменшення її 
кривизни.  

Слід зазначити, що запропонована 
конструкція дозволяє реалізувати знакозмінне 
кероване переміщення при прямому робочому 
ході. Розглянемо можливі пружні 
характеристики у випадку, коли криволінійний 
паз описується виразом 

y(x) = 7,5sin(
785,4
x

) (6) 

Слід зауважити, що дана функція не 
оптимізована по кутам тиску, що є обов’язковою 
умовою при розрахунку кулачкового механізму, 
а наводиться у якості прикладу. 
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З урахуванням виразу (6) вираз (4) дає 
два варіанти розрахунків. Розглянемо перший 
варіант, коли зміна плеча навантаження y(x) 
обумовлює зменшення плеча навантаження 
l|x=0 у першій половині робочого  ходу (x = 0…15 
мм) а другій половині робочого ходу (x = 15…30 
мм) – його збільшення (рис.5,а). Проведений 
розрахунок свідчить про те, що отримана 
пружна характеристика є комбінованою 
(рис.5,б). На ній присутні прогресивна ділянка 
(0A), дегресивна ділянка (AB) і нелінійна 
ділянка, яка обумовлює зменшення пружної 
сили при збільшенні робочого ходу (BС). 
Варіація обраним конструктивним параметром 
l|x=0 у сторону його збільшення приводить до 
зменшення нелінійності пружних характеристик 
(рис. 5, в). 

Другий варіант розрахунків проведено за 
умови, що функція y(x) обумовлює збільшення 
початкового значення плеча навантаження l|x=0 
при робочому ході у діапазоні x = 0…15 мм а 
потім його зменшення при робочому ході x = 
15..30 мм (рис. 5, г).  

Розрахована пружна характеристика 
також є комбінованою. На ній присутні 
прогресивні і дегресивні ділянки (відповідно 
ділянки кривої DA i CB) і нелінійна ділянка AC, 
яка обумовлює зменшення пружної сили при 
збільшенні робочого ходу (рис.5, д). Отримана 
пружна характеристика є досить цікавою, тим 
що визначає тимчасову втрату пристроєм 
навантажувальної здатності, тобто 
характеристика має ділянку, яка за ознаками 
еквівалентна ділянці квазінульової жорсткості 

 
                 а)                                             б)                                              в) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                г)                                               д)                                                           є) 
 

Рис. 4. Пружні характеристики: функція управління зі зменшенням  
плеча навантаження (а); пружна характеристика при l|x=0 = 100 мм (б);  

множина рішень для пружної характеристики при зміні конструктивного 
параметру l|x=0 (в); функція управління зі збільшенням плеча  

навантаження (г); одинарний розрахунок пружної характеристики  
при l|x=0  = 100 мм (д); множина рішень для пружної характеристики  

при зміні конструктивного параметру  l|x=0 (в); 
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[1, 6]. Даний ефект бере свій початок з точки 
перегину пружної характеристики А і 
закінчується відновленням пристроєм 
навантажувальної здатності у точці В. При 
знятті зовнішнього навантаження, величина 
якого обмежена ділянкою ВЕ пружної 
характеристики, рухома частина повертається у 
початкове положення (х = 0). У цьому випадку 
пружна характеристика відповідатиме кривій 
BCD0. Така особливість пружної 
характеристики суттєво відрізняється від 
пружних характеристик існуючих пристроїв 
квазінульової жорсткості, оскільки у останніх 
ефект втрати навантажувальної здатності 
носить не тимчасовий, а постійний характер. Це 

означає, що після втрати пристроєм 
навантажувальної здатності, її відновлення 
може бути досягнуте шляхом примусового 
переміщення його складових елементів у 
початкове положення за рахунок прикладання 
додаткової зовнішньої сили. Таким чином, 
запропонований пристрій має значні переваги 
перед відомими системами з квазінульовою 
жорсткістю, які по суті уявляють собою системи 
одиничного захисного спрацювання. 

Варіація конструктивним параметром l|x=0  
показує, що його зростання обумовлює 
зменшення нелінійності пружних характеристик 
(рис.5, є). 

 

 
               а)                                                  б)                                                         в) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               г)                                                 д)                                                          є) 
 
 

Рис. 5. Пружні характеристики: функція управління з початковим  
зменшенням відстані до консольної опори (а); пружна характеристика  

при l|x=0 = 100 мм (б); множина рішень для пружної характеристики  
при зміні конструктивного параметру l|x=0 (в); функція управління  

з початковим збільшенням відстані до консольної опори (г);  
одинарний розрахунок пружної характеристики при l|x=0  = 100 мм (д);  

множина рішень для пружної характеристики при зміні  
конструктивного параметру  l|x=0 (в); 
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Загальний аналіз отриманих пружних 
характеристик показав тісний взаємозв’язок їх 
кривизни (див. рис 4, б, рис. 4, д, рис. 5 б, рис. 
5, д) з формою криволінійного пазу (див. рис 4, 
а, рис. 4, г, рис. 5 а, рис. 5, г). Це і обумовлює 
даний параметр, як основний конструктивний.  

Таким чином можна припустити, що 
налаштування саме цього конструктивного 
параметру дозволить запропонованому 
пристрою відтворити цільову пружну 
характеристику з мінімальним відхиленням від 
заданої. 

 
Висновки 

 
Проведені дослідження дозволили 

розробити розрахункову схему 
запропонованого пристрою, встановити 
взаємозв’язок між його конструктивними 
параметрами і кривизною пружної 
характеристики і тим самим виділити основний 
конструктивний параметр. При цьому 
встановлено що: розширення структури 
пасивного пружного пристрою додатковим 
механічним контуром є доцільним, оскільки 
дозволяє значно розширити його функціональні 
можливості, зрівнявши його за можливостями з 
активною пружною системою; відтворення 
пристроєм комбінованої пружної 
характеристики, яка обумовлює тимчасову 
втрату навантажувальної здатності, дозволяє 
припустити, що коливна маса даного пристрою 
може подолати резонанс "стрибком", без 
досягнення критичних амплітуд; 
запропонований пружний пристрій може бути 
широко застосований на практиці. 
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УПРУГИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ  
НЕЛИНЕЙНОГО УПРУГОГО УСТРОЙСТВА  

С РАСШИРЕННОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ 
СТРУКТУРОЙ 

 
Аннотация. Современное развитие 

машиностроения требует качественной 
защиты технологического оборудования и 
человека от негативного воздействия 
колебаний. Для этого используют различные 
упругие устройства, но как показывает 



                                                                                            

63 

№ 2 (78) 

2015 

Вібрації в техніці 
та технологіях 

практика, упругие характеристики данных 
устройств не полностью удовлетворяют 
потребностям защиты. Таким образом, 
возникает потребность в 
совершенствовании существующих 
конструкций упругих устройств и 
расширении их функциональных 
возможностей. Проведенное в статье 
исследование имело целью разработку 
расчетной схемы, математической модели и 
определение упругих характеристик 
принципиально нового упругого устройства с 
расширенной механической структурой. 
Проведенные исследования позволили 
установить, что расширение структуры 
пассивного упругого устройства 
дополнительным механическим контуром 
целесообразно, поскольку позволяет 
значительно расширить его функциональные 
возможности по воспроизведению нелинейных 
упругих характеристик. 

Ключевые слова: пассивное упругое 
устройство, дополнительная механическая 
структура, нелинейная упругая 
характеристика. 
 

ELASTIC CHARACTERISTICS NONLINEAR 
ELASTIC DEVICES WITH THE EXPANSION OF 

THE MECHANICAL STRUCTURE 
 

Annotation. Modern development requires 
quality protection engineering process equipment 
and people from the negative impact of 
fluctuations. To do this, use a variety of elastic 
device, but as practice shows, the elastic 
characteristics of these devices do not fully meet 
the needs of defense. Thus, there is a need to 
improve existing designs of elastic devices and 
expansion of their functionality. A study in the 
article study was to develop a design scheme, the 
mathematical model and the determination of the 
elastic characteristics of a fundamentally new 
elastic device with enhanced mechanical structure. 
Studies have revealed that the expansion of the 
structure of the passive elastic devices additional 
mechanical outline appropriate, as it allows to 
significantly expand its functionality to reproduce 
the nonlinear elastic characteristics. 

Key words: passive elastic device, 
additional mechanical structure, nonlinear elastic 
characteristics. 

 


