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МАТЕМАТИЧНИЙ АНАЛІЗ ЗМІНИ ФУНКЦІОНАЛЬНИХ ВЛАСТИВОСТЕЙ 

КІСТКОВОГО МОЗКУ МИШЕЙ У ПРОЦЕСІ 

ТРИВАЛОГО ЗОВНІШНЬОГО ОПРОМІНЕННЯ З РІЗНОЮ ПОТУЖНІСТЮ ДОЗИ 
 

За допомогою побудованої математичної моделі з використанням експериментальних результатів щодо 

впливу тривалого неперервного опромінення з потужністю дози 0,01, 0,03, 0,06, 0,1, 0,25, 0,5 та 0,8 Гр/добу 

(23 год на добу) та з потужністю дози 1, 3, 6, 10 Гр/добу (цілодобово) на чисельність колонієутворюючих оди-

ниць (КУО) кісткового мозку мишей установлено механізм формування нового стаціонарного стану чисельнос-

ті КУО у процесі опромінення, визначено рівні стабілізації КУО залежно від щоденної дози опромінення. За 

експериментальними даними, отриманими іншими дослідниками, обчислено параметри, що характеризують 

реакцію кровотворної системи на втрату КУО через тривале опромінення за різних потужностей доз. Установ-

лено кількісні показники зменшення інтенсивності надходження КУО із «джерел» до кісткового мозку при 

збільшенні щоденної дози опромінення. 

Ключові слова: іонізуюча радіація, кістковий мозок, функціональні властивості, математичне моделювання. 
 

Стан популяції КУО кісткового мозку відіграє 

винятково важливу роль у функціонуванні кро-

вотворної системи організму в процесі його три-

валого опромінення. У зв’язку з цим питанням 

дослідження кількісних змін популяції КУО, 

механізмів компенсації загибелі клітин при 

опромінені присвячена значна кількість експе-

риментальних робіт [1 - 9]. 

Метою цієї роботи є побудова математичної 

моделі та дослідження механізмів компенсації 

кровотворної функції на рівні популяції КУО 

кісткового мозку на основі аналізу даних експе-

риментальних досліджень кінетики КУО кістко-

вого мозку в процесі тривалого фракціонованого 

та неперервного зовнішнього опромінення. 

Основою для побудови такої моделі була ма-

тематична модель функціонування системи кро-

вотворення [12], що базується на схемі кровот-

ворення, запропонованій Й. Л. Чертковим та 

співавторами [10].  

Вважали, що клітини-попередники кровотво-

рення, які ототожнюються з КУО і називати-

муться клітинами типу 1C , надходять до пулу 

клітин-попередників кровотворення кісткового 

мозку з 0m  джерел незалежно, через випадкові 

інтервали часу з показниковим розподілом. Се-

редню тривалість інтервалу надходження позна-

чали через 0 . 

Кожна клітина типу 1C , незалежно від інших 

клітин, у кінці свого генераційного циклу (три-

валість якого є випадковою величиною з показ-

никовим розподілом) з імовірністю p  самовід-

новлюється, ділячись на дві клітини типу 1C , або 

з імовірністю 1d p   диференціюється, діля-

чись на дві клітини комітованого типу 2C . Сере-

дню тривалість клітинного циклу клітин типу 1C  

позначали через  . 

Використовуючи теорію гіллястих процесів з 

імміграцією [11], отримали рівняння для серед-

нього числа 1( )C t  клітин типу 1C
 
у момент часу t  

в популяції клітин-попередників кровотворення: 
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Розв’язок рівняння (1) має такий вигляд: 
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де 1(0)C  – число КУО в початковий момент часу 

спостереження 0t  . У формулі (2) перший дода-

нок визначає зміни чисельності КУО за час t  від 

початку спостереження за рахунок КУО, що існу-

вали на початку спостереження, у процесі їхньої 

проліферації протягом часу t . Другий доданок 

визначає зміни числа КУО протягом часу t  за 

рахунок надходження в популяцію КУО з 0m  

джерел та їхньої подальшої проліферації. 

Стаціонарний режим функціонування пулу 

КУО існує за умови, коли ймовірність диферен-

ціювання d  більша за ймовірність самопід-

тримки p. 
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Чисельність КУО в стаціонарному режимі 

CTC  визначається через параметри математичної 

моделі 0m , 0 ,  , р, d за формулою 
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З формули (2) випливає, що чисельність КУО 

за необхідності може зростати з показниковою 

швидкістю, якщо ймовірність самопідтримки p  

буде більшою від ймовірності диференціювання 

d , а зменшення середньої тривалості клітинного 

циклу   суттєво прискорює швидкість зростання 

чисельності КУО. 

Для побудови математичної моделі, що описує 

зміну чисельності КУО за тривалого зовнішнього 

опромінення з певною потужністю опромінення, 

проаналізуємо результати експериментальних 

досліджень, присвячених цим питанням [1 - 9]. 

Для характеристики дозових залежностей ча-

стки клітин, що вижили після опромінення, бу-

демо використовувати одноударну одномішеневу 

модель [17] 
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де V – частка клітин, що вижили після опромі-

нення в дозі D; 0D  – доза опромінення, що зме-

ншує у e разів кількість КУО. 

Аналіз експериментальних робіт, в яких відо-

бражено динаміку кількості КУО в кістковому 

мозку тварин у процесі тривалого фракціонова-

ного та неперервного опромінення з малою по-

тужністю дози (від 0,01 до 0,9 Гр/добу), засвід-

чує наявність двох фаз характеру змін кількості 

КУО в кістковому мозку тварин. 

Перша фаза характеризується високою швид-

кістю спустошення популяції КУО, яке триває до 

моменту накопичення певної сумарної дози 

опромінення, що залежить від потужності що-

денного опромінення. 

Перша фаза завершується періодом часткової 

репопуляції КУО і початком подальшого змен-

шення їхньої чисельності. 

Друга фаза характеризується щоденним зме-

ншенням популяції КУО з постійною швидкістю, 

яка суттєво менша за швидкість спустошення 

популяції через опромінення. Тривалість другої 

фази сягає декількох місяців [1 - 8]. 

Наведені в цих роботах експериментальні дані 

засвідчують наявність реакції системи кровотво-

рення на спустошення популяції КУО, яка забез-

печує часткову компенсацію щоденної загибелі 

клітин через опромінення. 

Оскільки частка клітин популяції, які вижили 

після опромінення, зменшується з показниковою 

швидкістю, залежною від величини поглинутої 

дози згідно з формулою (4), то для суттєвого зме-

ншення швидкості депопуляції у другій фазі не-

обхідно забезпечити показникову швидкість ре-

популяції пулу КУО. Це означає, що в цій ситуа-

ції ймовірність самопідтримки p  повинна пере-

вищувати ймовірність диференціювання d. При 

цьому тривалість клітинного циклу може зменши-

тись, бо з формул (2) і (4) випливає, що навіть у 

випадку «заборони» на диференціювання (коли 

0d  , 1p  ) за певної інтенсивності опромінення 

не буде досягнута достатньо висока швидкість 

репопуляції пулу КУО для компенсації їхніх втрат 

навіть при малих дозах щоденного опромінення 

при незмінній тривалості клітинного циклу. 

У [5, 7] зазначається, що початкова швидкість 

зменшення кількості КУО є найбільшою й зале-

жить від добової дози опромінення. Зазначається 

також, що настільки глибоке зменшення популя-

ції КУО в перші дні опромінення при порівняно 

низьких дозах не може бути пояснено виключно 

загибеллю клітин від опромінення.  

Є припущення, що при малих дозах опромі-

нення (0,3 - 0,5 Гр/добу) на початковій ділянці 

кривої «доза - ефект» проявляється підвищена 

радіочутливість клітин (гіперчутливість) [9]. 

З позиції нашої моделі підвищена швидкість 

зменшення популяції КУО в перші дні опромі-

нення формується за рахунок загибелі клітин від 

опромінення і за рахунок реакції популяції КУО 

на опромінення в малих дозах. Можна припусти-

ти, що цей процес відбувається наступним чином. 

Спочатку починається скорочення клітинного 

циклу КУО, у результаті якого збільшується шви-

дкість депопуляції пулу КУО за рахунок інтенси-

внішого диференціювання й у сумі з ефектом ра-

діаційної загибелі відбувається прискорене спус-

тошення популяції. Потім після перевищення 

ймовірності самопідтримки p над імовірністю 

диференціювання d  настає період часткової  

репопуляції. Тоді чисельність КУО зростає з  

показниковою швидкістю, яка є більшою від 

швидкості депопуляції за рахунок опромінення. 

Результати експериментальних досліджень 

[2, 3] засвідчують наявність описаних вище ета-

пів зміни чисельності КУО. Висловлено припу-

щення, що репопуляція КУО і стабілізація їхньої 

чисельності в першій фазі за умов тривалого 

опромінення визначаються посиленням їхньої 

проліферативної активності, скороченням клі-

тинного циклу й досягненням оптимального 

співвідношення процесів проліферації та дифе-

ренціювання.  
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Наведені теоретичні висновки, що базуються 

на нашій моделі функціонування пулу КУО, збі-

гаються з висновками авторів згаданих вище 

експериментальних робіт. 

Отримані в даній роботі кількісні оцінки пара-

метра 
p d

 


 за різних доз щоденного опромі-

нення не доводять, але певною мірою підтвер-

джують нашу гіпотезу щодо динаміки змін пара-

метрів  , p , d  у процесі тривалого опромінення. 

На жаль, стан сучасних знань щодо перебудо-

ви режиму функціонування пулу КУО на почат-

ковому етапі опромінення не дозволяє сформу-

лювати математичну модель зміни чисельності 

КУО на цьому етапі. 

Проведений вище модельний аналіз функціо-

нування пулу КУО у процесі тривалого опромі-

нення в малих дозах у другій фазі дає підстави 

припускати, що ймовірності самопідтримки p  та 

диференціювання d  такі, що p d  і тривалість 

клітинного циклу   КУО у другій фазі може 

бути меншою за тривалість клітинного циклу 

КУО у стаціонарному режимі кровотворення. 

Математичне моделювання зміни чисельності 

КУО кісткового мозку у процесі неперервного 

тривалого опромінення тварин почнемо з другої 

фази опромінення, що характеризується щоден-

ним зменшенням числа КУО з постійною швид-

кістю, яка є суттєво меншою за швидкість спус-

тошення популяції КУО через опромінення. 

У зв’язку з тим, що така математична модель 

не може бути побудована на базі гіллястих випа-

дкових процесів, використаємо рівняння (1), яке 

визначає зміни середнього числа КУО в часі в 

запропонованій нами стохастичній моделі функ-

ціонування пулу КУО [12, 13], як детерміновану 

математичну модель зміни чисельності КУО в 

часі. Ця детермінована математична модель від-

повідає детермінованій схемі кровотворення та 

функціонування пулу КУО. Клітини-поперед-

ники кровотворення КУО (клітини типу 1C ) над-

ходять до пулу КУО з кожного з m0 джерел із 

швидкістю 
0

1


, де 0 – тривалість проміжку часу, 

через який клітини надходять до пулу КУО з 

кожного з m0 джерел. 

КУО розмножуються зі швидкістю 
1


, де   – 

середня тривалість клітинного циклу КУО. При 

розмноженні p-та частина клітин поповнює пул 

КУО, а q-та частина ( 1q p  ) поповнює пул 

комітованих попередників. 

Використовуючи для характеристики дозових 

залежностей частки клітин, що вижили після 

опромінення, одноударну одномішеневу модель 

(4) та рівняння (1), дістанемо рівняння, що опи-

сує зміни чисельності КУО в часі за тривалого 

щоденного неперервного опромінення: 
 

1
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де 0

1 ( )C t  – чисельність КУО кісткового мозку 

опроміненої тварини в момент часу t; H – потуж-

ність дози щоденного опромінення. 

Розв’язок рівняння (5) має такий вигляд: 
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де 
0

H

D
   , 

p d
 


– інтенсивність розмно-

ження клітин; 0

1 0( )C t – число КУО в кістковому 

мозку тварини через 0t  діб після початку опро-

мінення; 0t  належить другій фазі опромінення; 

0t t . 

Аналіз експериментальних результатів [1 - 5, 

8] і зроблені висновки стосовно другої фази 

опромінення в рамках стохастичної схеми функ-

ціонування пулу КУО за тривалого опромінення 

очевидно стосуються й відповідної детермінова-

ної схеми функціонування пулу КУО за неперер-

вного опромінення. Виходячи з цього, у формулі 

(6) слід вважати, що 
0

0
H p d

D


   


, а інтен-

сивність розмноження клітин 
p d

 


 може 

приймати значення різних знаків. 

Очевидно також, що параметри моделі p, d і 

  слід вважати залежними від потужності дози 

опромінення H і виду тварин в експерименті. 

З формули (6) випливає, що при збільшенні 

часу опромінення t  число КУО в опроміненому 

організмі зменшується і прямує до величини 
1

0

0 0

m H p d

D



 
 

  
, яка визначає кількість КУО в 

новому стаціонарному режимі функціонування 

пулу КУО організму, що опромінюється. Такий 

висновок певною мірою узгоджується з резуль-

татами аналізу згаданих експериментальних дос-

ліджень, проведених за потужностей доз 0,01 - 

0,5 Гр/добу, де відзначено зменшення в процесі 

опромінення кількості КУО кісткового мозку до 

певного рівня, який обернено пропорційний по-

тужності дози щоденного опромінення.  

За допомогою рівняння (5) та формули (6) 
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можна отримати формулу, за якою визначається 

чисельність КУО кісткового мозку за t  діб 

опромінення після моменту 0t , коли опромінення 

тварин відбувається протягом 23 год на добу з 

потужністю дози H Гр/добу. 

Результати експериментальних досліджень 

при опроміненні мишей за такою схемою наве-

дено в роботах [1, 4]. У зазначених роботах на-

водяться дані щодо зміни чисельності КУО кіст-

кового мозку мишей лінії Н, яких опромінювали 

23 год на добу протягом 130 діб за потужностей 

доз 0,01, 0,03, 0,06, 0,1, 0,25, 0,5 та 0,8 Гр/добу. 

У табл. 1 і 2, що ілюструють зміни частки 

КУО кісткового мозку відносно контролю при 

різних режимах добового опромінення викорис-

тано результати робіт [1, 4, 6].  

З формул (5) і (6) випливає, що відносна чи-

сельність КУО кісткового мозку тварини, опро-

міненої за описаною в роботах [1, 4] схемою, 

через добу після початку чергового сеансу опро-

мінення обчислюється за формулою 
 

0 0( 1) ( ) ,N t n N t n A B                    (7) 
 

де 0( )N t n =
0

1 0( )

k

C t n

C


– відносна чисельність 

КУО тварини після n діб опромінення на початку 

спостереження t0; Ck – чисельність КУО в нормі; 
 

A = e–R, 
0

23

24

H
R

D
  ,                      (8) 

 

0

0 k

m
B B

C



, 

 

1
24

24

0

1 Re H
B e e

D


 



 
              

 

.        (9) 

 

Із рівняння (7) отримаємо 
 

0 0
0 0

0 0

( ) ( )
(1 ) (1 )

n

k k

m B m B
N t n A N t

C A C A

 
    

    
, 

(10) 

де N(t0) – відносна чисельність КУО на початку 

спостереження t0. 

З формули (10) випливає, що при опроміненні 

тварин за схемою, використаною в зазначених 

роботах [1, 4], зі збільшенням терміну опромі-

нення відносна чисельність КУО кісткового моз-

ку опромінюваних тварин зменшується і стабілі-

зується на рівні 0

0 (1 )k

m B
S

C A

 

. 

Відносний рівень стабілізації S визначається 

потужністю дози щоденного опромінення H, 

інтенсивністю розмноження КУО кісткового 

мозку 
p d

 


, яка характеризує реакцію кро-

вотворної системи на зменшення чисельності 

КУО при щоденному опроміненні тварин у дозі 

H та відносною швидкістю надходження КУО із 

джерел 0

0 K

m

C
.  

Скориставшись формулою (10) і даними, на-

веденими в табл. 1, можна обчислити відносні 

рівні стабілізації S для різних потужностей доз 

щоденного опромінення H. Результати обчислень 

наведено в табл. 3.  

Проілюструємо спосіб обчислення відносного 

рівня стабілізації чисельності КУО S за щоден-

ного опромінення тварин протягом 23 год при 

потужності дози H = 0,1 Гр/добу. 

Для обчислення S оберемо 30-ту, 70-ту та 110-

ту доби опромінення. Вважатимемо, що t0 = 30 є 

початком спостереження. 

Із формули (10) випливає, що  

 

(30) (70) (30)
1

B
N N N

A
   


 

 

40 40(30) (30) (1 )
1 1

B B
A N N A

A A

   
       

    
, 

(11) 

 

40 70(70) (110) (30) ( )
1

B
N N N A A

A

 
    

 
. (12) 

 

Тоді з рівностей (11), (12) і табл. 1 дістанемо, 

враховуючи позначення (8), що 

 

0

23 0,1
40

2440 40(70) (110)
0,309

(30) (70)

DRN N
A e e

N N

 
  

  


   


. 

(13) 

Із рівняння (13) отримуємо, що 

 

0

23 0,1
R  0,29

24 D
   .                   (14) 

 

З рівності (12) випливає, що відносний рівень 

стабілізації 
(1 )

B
S

A



 визначається за формулою 

 

40 70

(70) (110)
(30)

(1 )

B N N
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.      (15) 
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Таблиця 3. Параметри математичної моделі, що описує зміну відносної чисельності КУО 

при різних дозах тривалого щоденного опромінення протягом 23 год на добу 
 

П
о

ту
ж

н
іс

ть
 д

о
зи

, 
 

Г
р

/д
о

б
у
 

0

23
R  

24

H p d

D


 


 

Відносний 

рівень 

стабілізації  

S 

Відносна 

швидкість 

поповнення 

популяції 

0

0 K

m

C
 

Швидкість 

розмноження 

КУО 

p d
 


 

Доби після початку 

опромінення, обрані для 

визначення параметрів 

математичної моделі 

Частка КУО кісткового 

мозку відносно контролю  

0,01 0,038 0,81 0,03 –0,03 
60 80 120 

0,918 0,862 0,824 

0,03 0,08 0,71 0,06 –0,07 
80 90 110 

0,757 0,731 0,714 

0,06 0,02 0,54 0,01 0,04 
70 100 130 

0,833 0,682 0,609 

0,1 0,03 0,4 0,01 0,01 
50 80 110 

0,514 0,441 0,412 

0,25 0,04 0,25 0,01 0,06 
30 50 110 

0,3522 0,2956 0,2527 

0,5 0,01 0,09 0,002 0,19 
30 60 90 

0,182 0,152 0,132 

0,5 0,08 0,03 0,003 0,12 
100 110 130 

0,108 0,066 0,04 

0,8 0,14 0,03 0,004 0,18 
20 30 50 

0,094 0,044 0,028 
 

П р и м і т к а. СК – чисельність КУО в контролі. 
 

З формул (14) і (15) та результатів табл. 1 ді-

станемо, що  

0,398 0,4
(1 )

B
S

A
  


.                 (16) 

 

З формули (16) з урахуванням співвідношень 

(9) випливає, що відносна швидкість надходжен-

ня КУО до кісткового мозку 0

0 K

m

C
 визначається 

за формулою 
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1
24

0 24

0 0

1
(1 ) .R
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m e H
S A e e
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(17) 
 

Аналогічним способом визначаються відносні 

рівні стабілізації 0

0

1

K

m
S

C

 

, 
0

H

D
    чисель-

ності КУО для різних потужностей доз тривало-

го щоденного неперервного опромінення за до-

помогою формули (6) і результатів табл. 2. 

Отже, для обчислення відносної швидкості 

надходження КУО до кісткового мозку тварин та 

інтенсивності розмноження КУО λ, враховуючи 

рівність (15), достатньо знати параметр D0 ми-

шей лінії Н. 

Визначимо параметр D0 на основі наступних 

міркувань. У роботі [14] отримана експеримен-

тальна оцінка критичного рівня чисельності КУО 

кісткового мозку для мишей, що становить 10 % 

від норми, після досягнення якого пул КУО 

вступає в режим «заборона на диференціюван-

ня». У такому режимі розмноження КУО припи-

няється їхнє диференціювання та відбувається 

лише поповнення пулу КУО. 

У формулах (5) - (10) режим «заборона на ди-

ференціювання» характеризується тим, що в 

цьому випадку слід вважати p = 1, d = 0, 
1

 


. 

Порівнюючи значення параметра R у табл. 4 

при потужностях доз опромінення 1, 2, 3, 6 та 

10 Гр/добу і враховуючи те, що параметр R ви-

значали в режимі «заборона на диференціюван-

ня», дістанемо, що інтенсивності розмноження 

КУО зростають із зростанням потужності дози 

щоденного опромінення і це зростання забезпе-

чується скороченням тривалості відповідного 

клітинного циклу КУО. 

Отже, найкоротшою є тривалість клітинного 

циклу τ при опроміненні дозою потужністю 

10 Гр/добу. 

У роботі [6] установлено, що зменшення від-

носної чисельності КУО нижче за 5 % призво-

дить до масової загибелі тварин, а її зниження до 
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рівня 2 % повністю не сумісне з життям. Вихо-

дячи з цього вважали, що параметр 
1

 


, який 

відповідає реакції кровотворної системи тварини 

за опромінення з потужністю дози 10 Гр/добу від 

3-ї до 6-ї доби, коли відносна чисельність КУО 

зменшується від 3,7 до 2,5 % (див. табл. 3), є 

максимальним і визначається мінімально можли-

вою тривалістю клітинного циклу КУО, що ста-

новить 8 год [15]. 

На підставі результатів експериментів устано-

влено (табл. 4), що  

 

0 0

10 10 1
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D D
   


.                   (18) 

 

Таблиця 4. Параметри математичної моделі, що описує зміну відносної чисельності КУО 

при різних дозах тривалого щоденного опромінення протягом 24 год на добу 
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Відносна 

швидкість 

поповнення 

популяції 

0

0 K

m

C
 

Швидкість 

розмноження 

КУО 

p d
 


 

Доби після початку 

опромінення, обрані для 

визначення параметрів 

математичної моделі 

Частка КУО кісткового мозку 

відносно контролю  

1 0,2 0,03 0,006 0,22 
15 25 30 

0,062 0,032 0,029 

3 0,23 0,015 0,002 1,15 
1 4 10 

0,185 0,108 0,051 

6 0,3 0,014 0,004 2,2 
1 2 5 

0,125 0,096 0,04 

10 1,2 0,026 0,03 3,0 
3 4 6 

0,037 0,029 0,026 
 

П р и м і т к а. СК – чисельність КУО в контролі.  
 

Враховуючи, що τ = 8 год = 1/3 доби, з рів-

няння (18) отримуємо, що 
0

10
4,2

D
 . Звідси  

 

0

10
2,4

4,2
D    [Гр].                 (19) 

 

Принагідно зазначимо, що приблизно таку ж 

оцінку параметра D0 отримано як розв'язок від-

повідного рівняння, складеного за результатами 

експериментів при опроміненні мишей лінії Н, 

про що буде опубліковано в наступній роботі. 

Таким чином, знаючи величину D0 мишей лі-

нії Н, за допомогою формул (14) - (17) можна 

визначити інтенсивність множення КУО λ і від-

носну швидкість надходження КУО до кістково-

го мозку. 

Аналогічно отримано числові параметри ма-

тематичної моделі (6), (7) і (10) за інших потуж-

ностей доз щоденного опромінення, що наведені 

в табл. 3 і 4.  
 

Обговорення результатів  
 

У даній роботі побудована математична мо-

дель, що описує зміни відносної чисельності 

КУО у процесі тривалого опромінення з різними 

потужностями доз.  

Запропоновано метод чисельного визначення 

всіх параметрів моделі за результатами відповід-

них експериментальних даних. 

Чисельні значення параметрів моделі при різ-

них потужностях опромінення подано в табл. 3 і 4. 

Значення функції, що описує зміни відносної 

чисельності КУО на певному етапі щоденного 

неперервного опромінення, лежать у межах 

установлених експериментально в роботах [1, 4, 

6] довірчих інтервалів. 

За результатами аналізу математичної моделі 

встановлено процес формування за тривалого 

опромінення нового стаціонарного стану попу-

ляції КУО кісткового мозку, рівень якого визна-

чається через параметри математичної моделі. 

Формування стаціонарного стану популяції 

КУО кісткового мозку відбувається через взає-

модію процесів поповнення популяції клітинами, 

що надходять із певної кількості джерел, розм-

ноження і диференціювання КУО та їхню заги-

бель, викликану опроміненням. Визначальною 

для рівня нового стаціонарного стану є доза що-

денного опромінення, від якої залежать характе-

ристики реакції організму на загибель клітин 

через опромінення: інтенсивність розмноження 

клітин   та інтенсивність надходження КУО із 

джерел. 

Як зазначено у [12], запропонована в даній ро-
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боті математична модель описує не тільки динамі-

ку зміни чисельності КУО при щоденному непе-

рервному опроміненні при надходженні КУО до 

кісткового мозку за схемою, запропонованою 

Й. Л. Чертковим та співавторами [10], але й описує 

процес функціонування КУО кісткового мозку, 

коли пул КУО поповнюється клітинами з «ніш» за 

схемою, запропонованою Schofield R [16]. 

Виходячи з цього, можна відзначити, що в да-

ній роботі вперше встановлено кількісні показ-

ники зменшення інтенсивності надходження 

КУО з «ніш» до кісткового мозку при збільшенні 

щоденної дози опромінення мишей. 

Як засвідчують дані табл. 3, починаючи із 

щоденної дози опромінення 0,06 Гр/добу, пара-

метр розмноження клітин 
0

23

24

H p d
R

D


 


 стає 

додатним і зростає з ростом добової потужності 

дози опромінення. Збільшення параметра   зме-

ншує параметр, що визначає швидкість змен-

шення популяції КУО при щоденному опромі-

ненні при потужностях доз опромінення біль-

ших, ніж 0,06 Гр/добу. На нашу думку, зростання 

параметра   може відбуватися не тільки через 

скорочення клітинного циклу  , а також через 

зменшення частки КУО, що диференціюються.  

За даними табл. 3 можна стверджувати, що 

теоретично реакції організму на втрати чисель-

ності КУО за малих доз опромінення могли б 

забезпечити повну компенсацію втрат. Разом з 

тим кровотворна система лише мінімізує ці втра-

ти. Можна припустити, що наслідком повної 

компенсації втрат пулу КУО кісткового мозку 

може бути велика втрата проліферативного по-

тенціалу КУО і напружений процес кровотво-

рення з великим скороченням клітинного циклу 

КУО, які призведуть до скорочення тривалості 

життя тварини. Тому, на нашу думку, реакція 

кровотворної системи на загибель КУО через 

тривале опромінення є оптимальною в плані ма-

ксимізації тривалості життя тварин. 

Природне пояснення отримує в рамках запро-

понованої математичної моделі висновок І. Калі-

ни і співавторів [1] про те, що зниження віднос-

ної чисельності КУО кісткового мозку до 10 % є 

нижньою границею зменшення, при якій чисель-

ність еритроцитів і гранулоцитів у крові може 

хоча б тимчасово ще зберігатися на нормальному 

рівні. 

Як уже зазначалось, згідно з даними Boggs S. 

et al. [14], після досягнення відносної чисельнос-

ті КУО кісткового мозку10 % від норми пул 

КУО функціонує в режимі «заборони на дифере-

нціювання», коли частка клітин d, які диферен-

ціюються, стає рівною нулю (d = 0). Цим частко-

во й пояснюється диспропорція між вмістом 

КУО, з одного боку, і кількостями еритроцитів та 

гранулоцитів, з іншого, після зниження відносної 

чисельності КУО нижче за 10 % від норми. 

Згідно з табл. 3 для випадку опромінення з 

потужністю дози 0,5 Гр/добу інтенсивність роз-

множення КУО λ під час опромінення до досяг-

нення десятивідсоткової межі відносною чисель-

ністю КУО вища за цей показник після досяг-

нення цієї межі, незважаючи на те що в цьому 

випадку 
1p d

  
 

. Значить, при переході до 

режиму «заборона на диференціювання» трива-

лість клітинного циклу τ зросла порівняно з три-

валістю клітинного циклу КУО до досягнення 

популяцією КУО десятивідсоткового рівня. Це і 

є причиною зменшення рівня стабілізації, який 

міг би бути за умови відсутності режиму «забо-

рона на диференціювання» після 100-ї доби 

опромінення в дозі 0,5 Гр/добу. 

Проте це не є основною причиною зменшення 

рівнів стабілізації до 10 % і нижче. Табл. 3 і 4 

ілюструють зниження відносної швидкості над-

ходження КУО до кісткового мозку опромінюва-

них тварин при потужностях дози від 0,5 Гр/добу 

і більших. 

Величина 0

0 K

m

C
 зменшується на один поря-

док порівняно з відносною швидкістю надхо-

дження КУО із джерел за тривалого опромінення 

з потужністю дози 0,01 Гр/добу. 

Із формул, які визначають рівень стабілізації S 

відносної кількості КУО за різних потужностей 

доз тривалого опромінення, випливає, що інтен-

сивності розмноження КУО λ достатні для того, 

щоб забезпечити стабілізацію чисельності КУО 

на рівні, більшому, ніж 10 %, при незмінній від-

носній швидкості надходження КУО до кістко-

вого мозку на рівні одного відсотка. 

Результати табл. 3 і 4 щодо рівня стабілізації S 

відносної чисельності КУО за різних потужностей 

доз опромінення свідчать про відсутність такої 

реакції кровотворної системи на зменшення шви-

дкості надходження КУО до кісткового мозку, яка 

б унеможливлювала зменшення відносної чисель-

ності КУО до рівня, меншого за 10 %, і настання 

режиму «заборона на диференціювання». 

Наведені в табл. 3 параметри математичної 

моделі, що описує зміну відносної чисельності 

КУО за різних потужностей дози тривалого 

опромінення, дають змогу оцінити параметри 

моделі в контролі. Враховуючи, що при опромі-

ненні в дозі 0,01 Гр/добу 0

0

0,03
K

m

C



, 
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0,03
p d

   


, з формули (3) отримаємо 

 

0 0

0 0

1
k

m m
C

d p


 

   
.                  (20) 

 

Співвідношення (20) дає підстави вважати, що 

система кровотворення не реагувала на тривале 

опромінення з потужністю дози 0,01 Гр/добу і 

параметри λ та 0

0

m


 залишилися незмінними, а 

від’ємність параметра λ підтверджує теоретич-

ний висновок нашої роботи про те, що у стаціо-

нарному режимі функціонування популяції КУО 

різниця p - d є від’ємною. 
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Р. В. Бойко, Д. И. Билько, И. З. Руссу, Н. М. Билько 
 

Национальный университет «Киево-Могилянская академия», Киев 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ИЗМЕНЕНИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ СВОЙСТВ 

КОСТНОГО МОЗГА МЫШЕЙ В ПРОЦЕССЕ ДЛИТЕЛЬНОГО 

ВНЕШНЕГО ОБЛУЧЕНИЯ С РАЗНОЙ МОЩНОСТЬЮ ДОЗ 
 

С помощью построенной математической модели с использованием экспериментальных результатов отно-

сительно влияния длительного непрерывного облучения с мощностью дозы 0,01, 0,03, 0,06, 0,1, 0,25, 0,5 и 

0,8 Гр/сут (23 ч в сутки) и с мощностью дозы 1, 3, 6, и 10 Гр/сут (круглосуточно) на изменение численности 

колониеобразующих единиц (КОЕ) костного мозга мышей установлен механизм формирования нового стацио-

нарного состояния численности КОЕ в процессе облучения, определены уровни стабилизации КОЕ в зависимо-

сти от ежедневной дозы облучения. Согласно результатам эксперимента описаны параметры, которые характе-
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ризуют реакцию кроветворной системы на утрату КОЕ в результате облучения при разных мощностях доз еже-

дневного облучения. Определены количественные показатели падения интенсивности выброса КОЕ из «источ-

ников» в костном мозге при увеличении ежедневной дозы облучения.  

Ключевые слова: ионизирующая радиация, костный мозг, функциональные свойства, математическое моде-

лирование. 
 

R. V. Boiko, D. I. Bilko, I. Z. Russu, N. M. Bilko 
 

National University “Kyiv-Mohyla Academy”, Kyiv 
 

MATHEMATICAL ANALYSIS OF FUNCTIONAL PROPERTIES ALTERATIONS 

OF MICE BONE MARROW DURING PROTRACTED EXTERNAL IRRADIATION 

WITH DIFFERENT DOSE RATE INTENSITY  
 

Using developed mathematical model together with the experimental results concerning protracted continuous irra-

diation influence in the doses 0.01, 0.03, 0.06, 0.1, 0.25, 0.5 and 0.8 Gy/day (23 h per day), as well as 1, 3, 6 and 

10 Gy/day (24 h) on the alterations in colony-forming units (CFU) number of mice bone marrow we defined the mech-

anism of new steady-state regime of CFU number forming during irradiation; CFU stabilization level is assessed de-

pending on everyday irradiation dose rate. As a result of experiment we have determined parameters characterizing the 

reaction of hematopoietic system to CFU loss after everyday irradiation with different dose rate intensity. Quantitative 

indices are established, showing the decrease of CFU income intensity from the sources to bone marrow, when every-

day irradiation dose rate increases.  

Keywords: ionizing radiation, bone marrow, functional properties, mathematical modeling. 
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