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Постановка проблеми. Силові хвильові зубчасті передачі (СХЗП) широко використовуються в 
сучасних технічних системах вітчизняного машинобудування та за кордоном. Проте складна 
динаміка хвильового зубчастого зачеплення, підсилена зовнішнім навантаженням, обмежує 
надійність СХЗП. Крім того, можливий збіг частот власних (крутильних та поперечних) і зовнішніх 
коливань всієї приводної технічної системи, що може призвести до резонансу. Ось чому слід 
контролювати рівень власних крутильних та поперечних коливань генераторів хвиль примусової дії 
(кулачкові генератори) та напівпримусової дії (дискові генератори) на стадії проектування та в 
процесі експлуатації.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Із аналізу літературних джерел [1–9] можна зрозуміти, 
що створити інженерну методику визначення частот власних крутильних та поперечних коливань 
генераторів хвиль СХЗП вдалося лише авторам даної статті.  

Метою статті є розроблення інженерної методики визначення частот власних крутильних та 
поперечних коливань генераторів хвиль СХЗП для попередження явища резонансу.  

Виклад основного матеріалу. Генератор 
хвиль (ГХ) хвильової зубчастої передачі 
(ХЗП) є багатомасовою динамічною системою 
(рис. 1), що включає ексцентриковий вал (ЕВ) 
1, середній 3 і крайні 2 диски, які 
конструктивно виконані як дві половини 
одного диска. Це дозволяє збільшити площу і 
зменшує питомий тиск на контактуючих 
поверхнях дисків і гнучкого зубчастого колеса 
(ГЗК), по якому вони котяться, створюючи 
хвилю деформації зубвінця ГЗК і переміщення 
його відносно зубів жорсткого колеса. ЕВ і 
диски встановлені на підшипниках кочення, 
причому шийки крайніх і середнього дисків 
ексцентрично зміщені в протилежних 
напрямках. ГХ одержує обертання від 
сполучної ланки, що зв’язує його з 
електродвигуном, а диски обертаються 
відносно власних осей і в переносному русі 
разом з ЕВ відносно ГЗК. 

На рис. 2, а представлена розрахункова динамічна схема ГХ для аналізування частоти власних 
крутильних коливань, де позначено: φЕ В  і φд 0  – кути повороту ексцентрикового вала і диска 
відносно власних осей; хд – радіальне переміщення дисків; т Е В  і т С Р ( К Р)  – маси ЕВ середнього і 
крайнього дисків; І Е В  – момент інерції ЕВ відносно власної осі; І д 0  і І д П  – моменти інерції диска 
відносно власної осі й осі ЕВ (відповідно); ГХ

КРj  – крутильна жорсткість генератора хвиль; е – 
ексцентриситет установки дисків відносно осі ЕВ. 

Параметри φд 0  і хд (див. рис. 2) можна визначити як:  
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Рис. 1. Тридисковий генератор хвиль силової 

хвильової зубчастої передачі:  
1 – ексцентриковий вал; 2 – крайні диски; 3 – середній 

диск 
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де 0  – максимальна амплітуда переміщень точок поверхні ГЗК при деформуванні його ГХ 
овалоподібної форми [3–5]. 

Для малих значень кута φЕ В  величину sin2φЕ В  можна замінити величиною φЕ В  і формулу (2) 
представити так:  

 

EФx A  ,                                                                                (3) 
 

де А  =  2 ω 0 .   
Розглянемо кінетичну ГХ

КРТ  і потенційну ГХ
КРП  енергії ланок ГХ. Кінетичну енергію можна 
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Після підставляння значень 0 (1) і x (2) та перетворень формулу (4) можна записати так: 
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Потенційну енергію деформації ланок генератора запишемо у вигляді  
 

2 20,5ГХ ГХ ГХ
КР EВ КР EВП С j    ,                                                           (6) 

де ГХС  – пружні сили деформації ланок ГХ.  

б а 
 

Рис. 2. Розрахункові динамічні схеми для аналізування власних крутильних (а)  
і поперечних (б) коливань дискового генератора хвиль хвильової зубчастої 

передачі 
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Для динамічного аналізу використаємо рівняння Лагранжа другого роду в часткових похідних:  
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Після визначення часткових похідних, диференціювання складників рівняння (7) та підставляння 
їх значень, одержимо:  
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Після відповідних підстановок і перетворень складників рівняння (7) матиме такий вигляд:  
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Закон зміни кута EВ  для овалоподібної форми генератора хвиль, відповідно до результатів 
експериментальних досліджень [1, 2], приймаємо у вигляді: 

 

0 sinEВ KP t   ,                                               (8) 
 

де 0  і KP  – амплітуда і кругова частота коливань кута EВ ; t – поточний час.  
Першу і другу похідну від кута EВ  запишемо так:  
 

0 cosEВ КР KP t    ;            
2

0 sinEВ KP KP t    .  
 

Після підставляння значень параметрів EВ , EВ , EВ  у рівняння (7) і деяких перетворень маємо:  
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Тоді кругова частота може бути визначена як  
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Частоту власних крутильних коливань ГХ з урахуванням формули (10) можна визначити за 
формулою  
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Розглянемо методику визначення власних поперечних коливань ГХ. На рис. 2, б представлена 
розрахункова схема для аналізування цих коливань ГХ, де хВ, хГ, Ц   – відповідно вертикальне, 
горизонтальне і кутове переміщення центрів дисків. 

Еквівалентний кут повороту диска відносно власної осі 0  можна виразити (див. рис. 2) 
формулою  
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При цьому, враховуючи, що: 1) tg Г
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; 2) для малих значень Ц   можна вважати 
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Підставивши це значення Ц   у формулу (12), одержимо:  
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З урахуванням отриманих виразів запишемо формули кінетичної і потенційної енергій для 
поперечних коливань ГХ у вигляді: 
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де EВ Г
Аx A х
е

   ; 02А  ; ГХ
ПОПj  – згинна жорсткість ГХ.  

Для динамічного аналізу використаємо рівняння Лагранжа другого роду:  
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Потім виражаємо члени рівняння (15) у такому вигляді [8, 9]:  
 

  1 22 2
ГХ

ПОП
Г CP KP B KP CP

Г e

T
х m m m I I

х e d    
  

           
 ; 

 

ГХ
ПОП

Ц
Г

T
х

 





;       
2

2
ГХ

ГХПОП
ПОП Г

Г

П Аj х
х е

      
.  

 

Закон руху ГХ записуємо, як і при аналізі крутильних коливань, у вигляді  
 

0 sinГ ПОПx t  .                                           (16) 
 

Після обчислення першої і другої похідних від хГ за формулою (16), одержимо: 
 

0 cosГ ПОП ПОПx t   ;          2
0 cosГ ПОП ПОПx     . 
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Підставивши отримані вирази в рівняння (14), одержимо:  
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З формули (17) одержимо вираз для визначення кругової частоти поперечних коливань ГХ у вигляді  
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Частота власних поперечних коливань ГХ може бути визначена з урахуванням виразу (18) за формулою  
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Допустимість використання формул (11) і (19) для визначення параметрів ГХ
KPf  і ГХ

ПОПf  на 
прикладі ГХ ХЗП привода конвертора була підтверджена експериментально за методикою [1]. 
Розрахункові значення склали 0,92 ГцГХВ

KPf   і 0,226 ГцГХ
ПОПf  , а експериментальні: 1,07 ГцГХ

KPf   

і 0,258 ГцГХ
ПОПf  , тобто збіжність їх задовільна. 
 

Висновок 
 
Отримані залежності для визначення частот власних крутильних і поперечних коливань можуть 

бути використані на стадії проектування СХЗП з метою прогнозування резонансу частот власних 
коливань збурюючих сил і його виключення.  
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