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Постановка проблемы. Наиболее эффективной конструктивной формой сооружения является 
такая, которая при достаточной прочности и жесткости требует наименьшей затраты материала. 
Лучше всего этим условиям удовлетворяет тонкостенная оболочечная конструкция, которая находит 
широкое применение во многих отраслях машиностроения и строительстве, а также в качестве 
конструктивных элементов военной техники и вооружения. 

Создание точных методов исследования, учитывающих влияние всевозможных факторов, связано 
со сложностью расчета и недостаточной очевидностью распределения усилий в элементах 
тонкостенных конструкций. Математика до сих пор не располагает методами решения в замкнутой 
форме сложных дифференциальных уравнений высокого порядка в частных производных, 
необходимыми конструктору для использования огромных возможностей, заложенных в 
тонкостенных сооружениях. Поэтому наибольшей популярностью у конструкторов пользуются 
методы, базирующиеся на решениях, известных из курсов сопротивления материалов и строительной 
механики. Эти методы, образно говоря, перебрасывают мост между теорией тонких оболочек и 
практикой инженерных расчетов [1–4]. 

Задачу о расчете оболочек вращения на произвольную нагрузку удобнее всего рассматривать в 
комплексной форме, что приводит к понижению порядка дифференциальных уравнений. Для 
семейства оболочек, радиусы кривизны которых подчиняются соотношению 
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    (где θ  – угловая координата), основная дифференциальная система 

уравнений оболочек распадается путем повторного применения комплексного преобразования на два 
независимых уравнения второго порядка. Данный результат может быть распространен и на 
оболочки вращения произвольной формы [3]. 

Анализ последних исследований и публикаций. Большинство задач строительной механики 
описывается системой дифференциальных уравнений высокого порядка с переменными 
коэффициентами, решения которых достаточно сложны и громоздки, за которыми порой непросто 
проследить инженерную сущность проблемы [1, 3]. 

В основу изложенного в статье исследования положен известный метод профессора С. Н. Кана [2] 
в прикладной теории тонкостенных конструкций. Раскрытие многократно статической 
неопределимости такой конструкции, где в качестве неизвестных выступают не числа, а функции, 
проводится приёмами строительной механики с применением энергетических принципов; при этом 
могут быть учтены усложнения силовой схемы и варианты граничных условий. 

В отличие от исследований, проведенных в работах [3, 4], преимущество данного метода решения 
дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами заключается в его простоте и в том, 
что задачу можно решать с любой наперед заданной степенью точности. 

Цель статьи – построение методики экспресс-анализа статической и динамической 
неустойчивости ортотропных конических оболочек при различных видах нагружения. 

Изложение основного материала. Как указывалось в работе [5], корни трансцендентного уравнения 
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собственные числа задачи, т. е. критические нагрузки или частоты собственных колебаний. 

Если  1, 2, 3,...j j n   – корни характеристического уравнения 
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 , среди которых 

кратные корни отсутствуют, тогда выражение для первого приближения искомой функции можно 
представить в таком виде:  
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Можно показать, что (т +1)-е приближение искомой функции будет пропорционально 
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откуда следует, что скорость сходимости тем выше, чем меньше параметр k . 
В соответствии с исследованиями [3] для большинства задач строительной механики достаточно 

ограничиться первым приближением. 
Для задач строительной механики оболочек решение уравнения (1) даёт возможность определить 

собственные функции (числа) упругой системы с произвольными граничными условиями и 
нагружением. 

Заметим, что нечетные коэффициенты ka  линейно зависят от малого параметра, тогда нечетными 
коэффициентами в характеристическом уравнении можно практически пренебречь, что приводит к 
взаимной обратности корней, т. е. 2 1    и 4 3   . Тогда уравнение (1) примет такой вид: 
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Рассмотрим пример определения собственных чисел усеченной конструктивно-ортотропной 
конической оболочки для различных случаев опирания краёв и нагружения (рис. 1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Предварительно запишем разрешающее уравнение  в виде  

0    ,                                                                         (4) 

где   – искомое собственное число; 0  – собственное число некоторой аппроксимирующей 
оболочки с постоянными параметрами (для конической оболочки таковой является цилиндрическая, 
радиус которой равен среднему арифметическому радиусу кривизны, высота – длине образующей, а 
толщина – средней арифметической толщине исходной поверхности);   -коэффициент влияния 
изменяемости параметров конической  оболочки. 

 Рис. 1. Усеченная коническая оболочка 
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Из формулы (4) следует, что задача по отысканию собственного числа   состоит из основной и 
дополнительной. В основной задаче отыскивается решение уравнения с постоянными 
коэффициентами, которое определяет  число 0 . Дополнительная задача связана с нахождением  
коэффициента влияния изменяемости параметра конической оболочки  . 

Для случая шарнирного опирания краёв оболочки имеем: 
0 при 1,2;
2 при 3,4.
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Тогда, с точностью до величины второго порядка малости относительно к , находим  
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Подставив выражение (6) в формулу (3) и, полагая 2 2
1 3 0   , получим разрешающее 

трансцендентное уравнение 
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В результате решения уравнения (7) и с учетом уравнения (4) для устойчивости от внешнего 
давления и собственных колебаний получим соответственно: 
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где L – длина оболочки по образующей; R1  и R2 – соответственно радиусы меньшего и большего 

оснований усеченного конуса; 1 2
2cosθср

R RR 
  – главный радиус кривизны среднего сечения конуса; 

, иш СD    – соответственно приведенная изгибная жесткость в продольном сечении, толщина с 
учетом стрингеров и суммарная толщина оболочки [2]; Е – модуль Юнга;  – плотность материала; 

m = 1, 2, 3… – числа натурального ряда; 
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Для достаточно тонких 100срR


 
 

 
 и длинных ( 2 срL R ) цилиндрических оболочек, которые в 

данной задаче являются аппроксимирующими (4), выражения для внешнего критического давления 

0крР  и частоты собственных колебаний 0  известны [2]: 
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Для оболочки с жестко заделанными краями, когда 
0 при 1, 2;
1 при 3, 4,
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будем иметь 
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В этом случае разрешающее уравнение примет такой вид: 
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Для достаточно тонких  и не очень коротких оболочек параметр   находится в пределах 
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С учетом предельных случаев (15) формула (14) распадается на два независимых уравнения:  
 

   1 1 3 3sh , , sh , , 0 при 0;Н Н Н Н           
                                    (16) 

 

     1 1 3 3 3сh , , сh , , сh , , 0 при 1.Н Н Н Н Н              
                     (17) 

 

Решение уравнения (16) для шарнирного опирания краёв оболочки уже рассмотрено, а решение 
уравнения (17) с учетом малости параметра  3 , ,Н    возможно при условии 

 3 3
2 1, , π.

2
mН Н       

Следовательно, для задачи с жестко заделанными краями оболочки в выражении (10) при 1  
вместо πm   следует записать 2 1π2

m . 

Полученные результаты справедливы и для гладких оболочек, которые являются частным случаем 
конструктивно-ортотропных систем. 

На рис. 2 для случая m = 1 построена область статической и динамической неустойчивости 

усеченных конических оболочек, т. е. зависимость 1
2

1 Rf R
 
  
 

  . Данная область правомерна для 

обеих рассмотренных задач, поскольку параметр   пропорционален коэффициенту k , 
одинаковому для задач устойчивости и колебаний. Искомые значения собственных чисел для 
реальных оболочек будут находиться внутри области, ограниченной предельными случаями 0   и 

1  .  
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Для бесконечно длинных оболочек (или кольца) область неустойчивости вырождается в прямую 3. 

На рис. 2 она доведена до значения аргумента 1

2

1 0,8R
R

  , так как при решении задачи в области 

1

2

1 0,8R
R

   в разложениях для переменного параметра R необходимо учитывать величины второго и 

выше порядка малости. 
Для сравнительной оценки предлагаемых решений на рис. 2 приведены экспериментальные 

данные из работ [6] (кривая 1) и [7] (кривая 2), которые вписываются в область неустойчивости c 
погрешностью порядка 5 %. 

 
Выводы 

 
1. В статье рассмотрен один из подходов к определению собственных чисел тонкостенных 

оболочек, которые описываются линейными дифференциальными уравнениями с переменными 
коэффициентами. Используя метод итераций, решения полученных уравнений типа Вольтерра 
удобно строить с помощью несложных компьютерных программ. 

2. Показано, что для семейства оболочек, радиусы кривизны которых подчиняются соотношению 

2
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, основная дифференциальная система уравнений оболочек при 

повторном комплексном преобразовании распадается на два независимых уравнения второго 
порядка, решение которых известно из теории тонких оболочек. 

3. Для частного случая (усеченные конические оболочки) построена область статической и 
динамической неустойчивости, позволяющая в экспресс-режиме определять несущую способность 
таких оболочек с разными нагрузочными, геометрическими и жесткостными характеристиками, что 
может быть полезным в практике инженерных расчетов, а также, что немаловажно, при оценке 
надежности элементов конструкций боевой техники и вооружения, выполненных в виде конических 
оболочек.  
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