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Методика складання диференціальних рівнянь руху 

роторних систем з автобалансирами і її застосування 

до системи ротор - масивний корпус - автобалансир 

 Пропонується методика складання спрощених диференціальних рівнянь руху роторних систем з 

автобалансирами, що ґрунтується на припущенні про малість лінійних і кутових відхилень подовжньої 

осі ротора, і про малість маси дисбалансу і корегувальних вантажів в порівнянні з масою ротора.  Ефек-

тивність методики розглядається на прикладі системи, що складається зі встановленого на в'язко-пружні 

опори масивного корпусу, статично неврівноваженого ротора що обертається в ньому і несе кульовий 

автобалансир. 

ротор, автобалансування, дисбаланс, автобалансир, диференціальні рівняння 

 Вступ.  Для складання диференціальних рівнянь руху роторних систем з автоба-

лансирами (АБ) застосовуються рівняння Лагранжа ІІ роду, або загальні теореми дина-

міки [1-3].  На практиці рівняння, які при цьому одержуються майже не піддаються 

аналітичному дослідженню через істотну нелінійність і велику кількість ступенів віль-

ності системи.  У роботі [2] використовуються спрощені диференціальні рівняння руху 

роторів з АБ, але відсутня методика одержання таких рівнянь.  У роботі [3] даються пе-

вні рекомендації із складання спрощених рівнянь, засновані на припущеннях, що об-

межують рух (кульового) АБ, обговорюється вигляд диференціальних рівнянь руху, що 

одержуються, але також відсутня загальна методика, що ускладнює застосування на 

практиці наведених у роботі рекомендацій.  Тому у цій роботі розробляється новий ме-

тод складання спрощених диференціальних рівнянь руху роторних систем з АБ, що 

ґрунтується на припущеннях про малість лінійних і кутових відхилень подовжньої осі 

ротора, і про малість маси дисбалансу і корегувальних вантажів (КВ) щодо маси рото-

ра.  Застосування методу ілюструються на прикладі системи, складеної з важкого кор-

пуса на в’язко-пружних опорах і розміщеного в ньому статично неврівноваженого ро-

тора з кульовим АБ. 

 §1. Опис моделі. Осесиметричний ротор насаджений на жорсткий невагомий, 

або вагомий вал, маса якого віднесена до маси ротора і який жорстко закріплений у ко-

рпусі (рис. 1.1). Загальна маса ротора 
p

m , маса корпуса 
к

M . Корпус утримують в’язко-

пружні опори. Центр мас ротора і масивного корпуса співпадають і знаходяться у точці 

O. Складова ω швидкості обертання ротора навколо вала є сталою. Пружні властивості 

опор характеризують коефіцієнти жорсткості RyRxLyLyLx ccccc ,,,, , а в’язкі – коефіцієнти 

в’язкості RyRxLyLyLx hhhhh ,,,, .  В площині dz =  знаходиться статичний дисбаланс s, 

утворений точковою масою 
0

m , що знаходиться на відстані 
0
r  до подовжньої осі рото-

ра (
00
rms = ).   

 На рис. 1.1 наведена схема нерухомої системи у положенні статичної рівноваги.  

Система координат Oxyz  - нерухома, а ξηζG  - рухома і жорстко зв’язана з ротором.   У 

наведеному положенні ці системи співпадають.  Вісь z спрямована по осі вала, вісь x 

спрямована у бік початкового напрямку вектора статичного дисбалансу s, а вісь y спря-

мована так, що система координат – права.  
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Рисунок 1.1 – Ротор у масивному корпусі, встановленому на в’язко-пружних опорах 
 

 Модель руху ротора (з масивним корпусом і дисбалансом) наведена на рис. 1.2.  

Спочатку здійснюється поступальний рух ротора з корпусом разом з точкою G в поло-

ження (
GGG
zyx ,, ), після якого система координат ξηζG  займає проміжне положення 

GGG
zyGx  (рис. 1.2, а). Потім відбуваються повороти ротора з корпусом навколо точки G 

на кути Резаля α і β (рис. 1.2, б), після чого осі системи 
GGG
zyGx  переходять у осі – 

ζGuv . Останнім відбувається поворот ротора навколо подовжньої осі ζ на кут ωt 

(рис. 1.2, в), після чого осі системи ζGuv  переходять у осі – ξηζG . 
 

 
Рисунок 1.2 – Кінематика руху ротора і корпуса 

 

 У площині dz =  знаходиться кульовий АБ, складений з n куль. Маса і-ої кулі 
i

m  

і вона рухається по кільцевій доріжці радіуса 
i
r  (рис. 1.3). 

 

 
Рисунок 1.3 – Кінематика руху куль і маси дисбалансу 

 

 Вважається, що: кулі є матеріальними точками; якщо кулі знаходяться на одній 

доріжці, то вони не заважають рухатися одна одній. 
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 Положення куль у площині dz =  визначатимемо абсолютними 
i

ϕ  (рис. 1.3, а), 

або відносними кутами 
i

ψ  (рис. 1.3, б): 
ii

t ψ+ω=ϕ ,   /,1/ ni = . 

 Відносному рухові куль перешкоджають сили в’язкого опору 
ii

оп

i
uhF =)( , 

/,1/ ni = , де 
i
h  – коефіцієнт сил в’язкого опору, 

i
u  – модуль відносної швидкості кулі. 

Силами ваги, що діють на систему – нехтуємо. 

 §2. Методика складання спрощених диференціальних рівнянь руху системи.  

Для складання диференціальних рівнянь руху системи використовуємо рівняння Лаг-

ранжа ІІ роду у вигляді 

q

Ф

q

П

q

T

q

T

dt

d

&& ∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂

,   T

1
),...,,,,,(

n
zyxq ϕϕβα= ,                         (2.1) 

де Т – кінетична, П – потенціальна енергії системи, Ф – дисипативна функція релея, q – 

вектор узагальнених координат, що визначають рух системи. 

 Пропонується відразу складати спрощені диференціальні рівняння руху системи 

у припущеннях, що подовжня вісь ротора під час його руху здійснює невеликі відхи-

лення від положення статичної рівноваги, що похідні від цих відхилень – також малі 

величини, і що маса КВ в АБ та маса дисбалансу значно менші маси ротора. В аналіти-

чному записі для розглядуваної системи ці припущення мають наступний вигляд: 

1|||,||,||,||,|;1|||,||,||,||,| <<βα<<βα zyxzyx &&&&& ;   
кp

n

i
i

Mmm ,

0

<<∑
=

.              (2.2) 

1. Кінетична енергія системи. 

 Кінетична енергія ротора є сумою кінетичної енергії поступального руху разом з 

центром мас і кінетичної енергії обертального руху навколо центра мас ротора: 
)()( об

p

пос

pp TTT += ,    2/
2)(

Gp

пос

p mT v= ,   2/
т)(

ppp

об

pT ωω= J . 

Радіус-вектор точки G, її швидкість 
G

v  в проекціях на осі нерухомої системи Oxyz , ку-

това швидкість обертання ротора 
p

ω  та його тензор інерції 
p

J  в проекціях на осі рухо-

мої системи ζGuv  мають вигляд 
TT
),,(,),,( zyxzyx

GG
&&&≈≈ vr ,    T),,( βα+ωβα≈ &&&

p
ω ,   ),,Diag(

pppp
CАA=J . 

Тоді з точністю до величин другого порядку малості включно маємо 

2/)]2()([2/)( 222222 βαω+ω+β+α+++≈ &&&&&&
pppp

CAzyxmT .                    (2.3) 

 Кінетична енергія масивного корпуса знаходиться аналогічно ротору: 
)()( об

к

пос

кк
TTT += ,    2/

2)(

Gк

пос

к
mT v= ,   2/

т)(

ккк

об

к
T ωω J= . 

Кутова швидкість обертання корпуса, та його тензор інерції в проекціях на осі рухомої 

системи ζGuv  
T),,( βαβα≈ &&&

к
ω ,   ),,Diag(

кккк
CАA=J . 

З точністю до величин другого порядку малості включно 

2/)(2/)( 22222 β+α+++≈ &&&&&
ккк

AzyxmT .                                    (2.4) 

 Кінетична енергія і-ої кулі, чи дисбалансу дорівнює /,0/,2/
2

nimT
iii

== v .  

Швидкість маси 
i

m  знаходимо як суму швидкості переносного – поступального руху 

разом з полюсом G і швидкості відносного – обертального руху маси навколо полюса 

G.  Відносно осей системи ζGuv  маса 
i

m  має такі координати і кутову швидкість обер-

тання навколо точки G: 

/,0/,),,(,),sin,cos( TT
nidrr

iiiiiii
=βα+ϕβα≈ϕϕ= &&&&ωr . 

Матриця перетворення координат при переході від системи ζGuv  до – 
GGG
zyGx  
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sin0cos

A . 

В проекціях на осі системи ζGuv  швидкість точки і: 
iiGi
rvAv ×+= αβ ωт ,  /,0/ ni = .  З 

урахуванням співвідношень малості (2.2), з точністю до величин другого порядку ма-

лості включно 

2/}]cos)(sin)[(2{ 22
L&&&&&& +ϕα−−ϕβ+ϕ−ϕ≈

iiiiiiii
dydxrrmT ,    /,0/ ni = .         (2.5) 

 З врахуванням (2.3)-(2.5) кінетична енергія системи з точністю до величин дру-

гого порядку малості включно має вигляд 

 +βαω+ω+β+α+++≈++= ∑
=

)]2()([
2

1
)(

2

1 222222

0

&&&&&& CAzyxMTTTT
n

i

ipк
 

∑
=

ϕα−−ϕβ+ϕ−ϕ+
n

i

iiiiiii
dydxrrm

0

22 ]}cos)(sin)[(2{
2

1
&&&&&& .                     (2.6) 

де  

ppкpк
CCAAAmMM =+=+= ,, .                                    (2.7) 

 З рівнянь (2.6), (2.7) видно, що корпус, що здійснює тільки частину рухів ротора 

додає до відповідних масо-інерційних характеристик ротора свої характеристики.  При 

цьому начебто утворюється інший – більш масивний і подовжений ротор.  Через це на-

віть короткий ротор у масивному корпусі може поводитися як довгий. 

 За рівнянням (2.6) обчислюються ліві частини рівнянь Лагранжа ІІ роду. 

 2. Потенціальна енергія, накопичена опорами 

2/)( 22222

21321
yRRyxRRxzLLzyLLyxLLx rcrcrcrcrcП ∆+∆+∆+∆+∆= . 

де в проекціях на осі нерухомої системи Oxyz  вектори відхилень точок 
21321

,,,. RRLLL  

від положень, що відповідають статичній рівновазі корпуса: 
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Підставивши проекції відхилень у потенціальну енергію перетворюємо її до вигляду 

2/)22( 22222 α+β−β+α+++= αββα ycxccczcycxcП
yxzyx

.                (2.8) 

де 
2222

,,,, RRxLLxRRyLLyRzzRyLyyRxLxx lclcclclcccccccccc +=+==+=+= βα , 

RRyLLyyRRxLLxx lclcclclcc −=−= αβ , .                                      (2.9) 

 3. Дисипативна функція Релея 

∑
=

+∆+∆+∆+∆+∆=
n

i

iiRyRyRxRxLzLyLyLyLxLx uhrhrhrhrhrhФ

1

222222

2

1
][

2

1
&&&&& , 

де швидкості куль відносно ротора 

/,1/),( niru
iii

=ω−ϕ= & . 

Підставляючи швидкості у дисипативну функцію Релея, перетворюємо її до вигляду 

∑
=

αββα ω−ϕ+α+β−+β+α++=
n

i

iiiyxzyx rhyhxhzhhhyhxhФ
1

2222222
)(

2

1
]22[

2

1
&&&&&&&&&& .   (2.10) 

де 
2222

,,,, RRxLLxRRyLLyLzzRyLyyRxLxx lhlhhlhlhhhhhhhhhh +=+==+=+= βα , 

360



RRyLLyyRRxLLxx lhlhhlhlhh −=−= αβ , .                                      (2.11) 

 За потенціальною енергією у вигляді (2.8), та за дисипативною функцією Релея у 

вигляді (2.10) визначаються праві частини рівнянь Лагранжа ІІ роду. 

 Рівняння Лагранжа ІІ роду (2.1) дають такі диференціальні рівняння руху сис-

теми 

0=++ zczhzM
zz

&&& , 

0)cossin(
0

2 =ϕϕ+ϕϕ−β−β−++ ∑
=

ββ

n

i

iiiiiixxxx
rmchxcxhxM &&&&&&& , 

0)sincos(
0

2 =ϕϕ−ϕϕ+α+α+++ ∑
=

αα

n

i

iiiiiiyyyy rmchycyhyM &&&&&&& , 

0)sincos( 2

0

=ϕϕ−ϕϕ−++βω+α+α+α ∑
=

αααα ii

n

i

iiiiyy rmdycyhCchA &&&&&&&& , 

0)cossin(
0

2 =ϕϕ+ϕϕ−−−αω−β+β+β ∑
=

ββββ

n

i

iiiiiixx
rmdxcxhCchA &&&&&&&& , 

/,1/,0)(]cos)(sin)([ 2 nirhdydxrrm
iiiiiiiii

==ω−ϕ+ϕα−+ϕβ+−ϕ &&&&&&&&&&& .      (2.12) 

 Одержана система розпалася на дві незалежні підсистеми.  Перше рівняння в 

(2.12) описує затухаючий рух системи вздовж осі z.  Решта рівнянь описує процес авто-

балансування.  Будемо у подальшому розглядати тільки ці рівняння. 

 §3. Узагальнення методики складання диференціальних рівнянь руху.   
 1. Вводимо у розглядання узагальнені координати, що визначають проекції су-

марного дисбалансу точкової маси і куль на осі vu,  відповідно 

∑∑
==

ϕ=ϕ=
n

i

iiiv

n

i

iiiu
rmsrms

00

sin,cos .                                 (3.1) 

Тоді диференціальні рівняння руху ротора можна подати у вигляді 

0=+β−β−++ ββ uxxxx
schxcxhxM &&&&&& ,   0=+α+α++++ αα vyyyy

schycyhyMyM &&&&&&&& , 

0=−++βω+α+α+α αααα vyy
sdycyhCchA &&&&&&& , 

0=+−−αω−β+β+β ββββ uxx
sdxcxhCchA &&&&&&& .                                (3.2) 

Отже диференціальні рівняння руху ротора відносно його координат і дисбалансу є лі-

нійними. 

 2. Вводимо у розглядання проекції прискорення точки D на осі vu,  

α−≈β+≈ &&&&&&&&&&&& dyvdxu
DD

, .                                          (3.3) 

тоді диференціальні рівняння руху куль приймуть вигляд: 

/,1/,0)(]cossin[ 2
nirhvurrm

iiiiDiDiiii
==ω−ϕ+ϕ+ϕ−ϕ &&&&&&& .          (3.4) 

Отже для будь-якого кульового АБ його диференціальні рівняння руху будуть мати ви-

гляд (3.4). 

 3. Нехай у двох різних площинах корекції ротора, що знаходяться на відстані 
k

d  

від центра мас ротора знаходиться два кульових АБ, складених з 
k
n  куль, що мають 

маси 
ki

m  і рухаються по доріжках радіуса 
ki
r , /2,1//,,1/ == kni

k
.  Нехай у цих площи-

нах дисбаланси утворюють точкові маси 
0k

m , що знаходяться на відстані 
0k

r  від по-

довжньої осі ротора.  Нехай положення дисбалансу і куль задають абсолютні кути 
ki

ϕ , 

/,0/
k
ni = .  Для кожної площини зрівноваження вводимо узагальнені координати, що 

визначають проекції сумарного дисбалансу точкової маси і куль на осі vu,   
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∑∑
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kikikikv

n

i

kikikiku
rmsrms

00

sin,cos ,  /2,1/ =k .                         (3.5) 

Тоді диференціальні рівняння руху ротора знову залишаться лінійними: 

0
21

=++β−β−++ ββ uuxxxx
sschxcxhxM &&&&&&&& ,   0

21
=++α+α++++ αα vvyyyy

sschycyhyMyM &&&&&&&&&& , 

0
2211

=−−++βω+α+α+α αααα vvyy
sdsdycyhCchA &&&&&&&&& , 

0
2211

=++−−αω−β+β+β ββββ uuxx
sdsdxcxhCchA &&&&&&&&& .                          (3.6) 

 Диференціальні рівняння руху куль матимуть вигляд 

/2,1,,1/,0)(]cossin[ 2 ===ω−ϕ+ϕ+ϕ−ϕ knirhvurrm
kkikikikikDkikDkikikiki

&&&&&&& .       (3.7) 

де 

/2,1/,, =α−≈β+≈ kdyvdxu
kkDkkD
&&&&&&&&&&&& .                                    (3.8) 

 4. При використанні відносних кутів диференціальні рівняння руху куль (3.4) 

приймуть вигляд 

=ψ+ψ
iiiiii

rhrm &&&
22  

]cos)cossin(sin)cossin[( tvutuvrm
iDiDiDiDii

ωψ−ψ+ωψ+ψ= &&&&&&&& ,   /,1/ ni = .    (3.9) 

 Введемо проекції дисбалансу на осі ξ, η: 

∑∑
=

η
=

ξ ψ=+ψ=
n

i

iii

n

i

iii
rmsrmrms

1

00

1

sin,cos .                                 (3.10) 

Тоді 

tstsststss
vu

ω+ω=ω−ω= ηξηξ cossin,sincos .                          (3.11) 

 Зробимо заміну координат, що визначають положення точки D: 

ttvttu
DDDDDD

ωη+ωξ=ωη−ωξ= cossin,sincos .                          (3.12) 

Тоді диференціальні рівняння руху куль (3.9) приймуть вигляд: 

)cossin(22

iDiDiiiiiiii
aarmrhrm ψ−ψ=ψ+ψ ηξ&&& ,   /,1/ ni = ,                      (3.13) 

де 
DDDDDDDD

aa ηω−ξω+η=ξω−ηω−ξ= ηξ
22

2,2 &&&&&&  – проекції прискорення точки D на 

осі ηξ, . 

 5. На основних рухах ротор зрівноважений і обертається навколо власної по-

довжньої осі і тому узагальнені координати ротора і дисбалансу дорівнюють 0: 

)0,0(,0,0,0
2211

=======β=α==
vuvuvu

ssssssyx .                 (3.14) 

Стійкість основних рухів можна досліджувати по цим узагальненим координатам.  Але 

система рівнянь (3.2) (чи (3.6) і (3.7)) – незамкнена.  До неї ще треба додати мінімальну 

кількість рівнянь, що є комбінаціями диференціальних рівнянь руху куль. 

 У випадку однакових куль, що рухаються по одній доріжці рівняння (3.13) при-

ймають вигляд 

)cossin(22

iDiDii
aamrhrmr ψ−ψ=ψ+ψ ηξ&&& ,   /,1/ ni = .                      (3.15) 

 Помножимо кожне рівняння в (3.15) на 
i

ψsin  і додамо.  Потім теж саме для 

i
ψcos .  Після перетворень одержимо 
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При дослідженні стійкості усталених рухів ці рівняння замикають систему рівнянь 

(3.2).  В околі певного усталеного руху вони лінеаризуються і приймають вигляд 
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1
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sin&&& ,                       (3.16) 

де /,1/,~
ni

i
=ψ  – сталі значення кутів, що визначають певний усталений рух. 

 Аналогічними рівняннями можна замкнути систему рівнянь (3.6), складену для 

двох АБ. 

 Висновки.  Для наближеного вивчення процесу автобалансування можна скла-

дати диференціальні рівняння руху системи у припущеннях, що подовжня вісь ротора 

має невеликі відхилення і сумарна маса КВ (куль) і маси дисбалансу набагато менша 

маси ротора.  При цьому: 

 1) одержуються дві групи диференціальних рівнянь руху – ротора і КВ (куль):  

перші рівняння завжди лінійні щодо координат ротора і узагальнених координат, що 

визначають дисбаланс ротора, і від них тільки і залежать; друга група рівнянь – одно-

типна і має форму (3.4), або (3.13) для будь-якого кульового АБ; 

 2) якщо ротор встановлений у важкий корпус, а останній в’язко-пружно закріп-

лений, причому корпус здійснює тільки частину рухів разом з ротором, то у диференці-

альних рівняннях руху ротора до частини його масо-інерційних характеристик дода-

ються відповідні масо-інерційні характеристики корпуса, і завдяки цьому ротор начеб-

то збільшує вагу і поводиться як більш довгий, ніж без корпуса: 

 3) стійкість основних рухів системи доцільно досліджувати по координатам ро-

тора і параметрам його дисбалансів, для чого треба замкнути диференціальні рівняння 

руху ротора мінімальною кількістю рівнянь, що є комбінацією диференціальних рів-

нянь руху куль;  у випадку однорядного кульового АБ із однаковими кулями диферен-

ціальні рівняння руху ротора, у випадках одного чи двох АБ, відповідно замикаються 

двома чи чотирма диференціальними рівняннями вигляду (3.16). 
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 Предлагается методика составления упрощенных дифференциальных уравнений движения ро-
торных систем с автобалансирами, основывающаяся на предположении о малости линейных и угловых 

отклонений продольной оси ротора, и о малости массы дисбаланса и корректирующих грузов по сравне-

нию с массой ротора.  Эффективность методики рассматривается на примере системы, состоящей из ус-

тановленного на вязко-упругие опоры массивного корпуса, вращающегося в нем статически неуравно-

вешенного ротора с шаровым автобалансиром. 

 Is offered the method of obtaining of the simplified differential equations of motion of the rotor’s sys-
tems with autobalancers, based on supposition about the trifle of linear and angular rejections of longitudinal 

axis of rotor, and about the trifle of unbalance mass and corrective masses on comparison with mass of rotor.  

Efficiency of method is considered on the example of the system, consisting of the set on viscid-resilient sup-

ports massive corps revolved in him statically unbalanced rotor with a ball autobalancer. 
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