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У статті наведені результати досліджень антифрикційних властивостей поверхонь тертя, оброблених 
ФАБВО. Доведено, що ФАБВО скорочує період припрацювання та інтенсивність зношування з'єднання «сталь 

- бронза», а також поліпшує їх припрацьовуваність. Це дозволяє використовувати даний метод для підвищення 

зносостійкості цапф шестерень гідронасосів. 

V.Kropivniy, I.Shepelenko, V.Cherkun 

Antifriktsionnie properties of surface at the FABVO treatment 

In the article the results of researches of antifriktsionnih properties of surfaces of friction, treated FABVO are 
presented. It is proved, that FABVO abbreviates the period of earning extra money and intensity of wear of connection 

«steel - bronze», and also prirabativaemost improves them. It allows to use the given method for the rise of wearproof 

of pins of cog-wheels of gidronasosov. 
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Вплив попереднього навантаження на просторову 

жорсткість робочого органа верстата з механізмом 

паралельної структури  

Визначено матриці жорсткості окремих ланок та загальну матрицю жорсткості робочого органа 
просторового механізму паралельної структури з ланками змінної довжини. Розглянуто вплив величини 

навантаження  на просторову жорсткість. 

механізм паралельної структури, матриця жорсткості, навантаження 

Одним з важливих показників матеріалообробного технологічного обладнання, що 
впливає на точність обробки та якість обробленої поверхні, є жорсткість. На відміну від 
традиційного обладнання, жорсткість обладнання з механізмами паралельної структури 
носить складний просторовий характер, і для її опису використовується матриця просторової 
жорсткості [1]. 

У [2] показано, що матриця просторової жорсткості системи з n пружних ланок 
дорівнює сумі матриць жорсткості окремих ланок 
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i
n  – одиничний вектор осі ланки;  

i
b  – радіус-вектор точки прикріплення 

ланки. 
Проте наведені залежності 

справедливі за умови відсутності 
зовнішнього навантаження, а в реальних 
конструкціях присутня сила ваги робочого 
органа та рухомих ланок, що може 
вплинути на параметри просторової 
жорсткості. В зв’язку з цим постає задача 
визначення матриці жорсткості 
просторового механізму паралельної 
структури при наявності попереднього 
навантаження та оцінки його впливу на 
величину жорсткості. 

Розглянемо окрему ланку змінної 
довжини з одиничним вектором 

п
n , 

прикріплену до основи у точці А, заданій 
радіус-вектором a , та до рухомого тіла у 
точці В, заданій радіус-вектором b  (рис. 1). 
Нехай у початку координат до рухомого тіла прикладене просторове навантаження у вигляді 

вектора шостого порядку  TTT
mfW  , де  T

zyx PPP ,,f  – вектор сил,  T
zyx MMM ,,m  – 

вектор моментів. Малі відносні переміщення описуються вектором шостого порядку 

 TTT
dd θrS  , який фактично представляє собою диференціал шестивимірного вектора 

квазікоординат (  Tdzdydxd ,,r  – вектор малих лінійних переміщень,  T
zyx  ,,θ  – 

вектор малих поворотів рухомого тіла). 
Відносне подовження ланки під навантаженням W  складає 

0
ll , де 

0
l  – початкова 

довжина ланки, l  – довжина ланки у навантаженому стані. Нескінченно малі зміни довжини 
ланки dl , викликані нескінченно малими змінами навантаження Wd , необхідно віднести до 
нескінченно малих переміщень рухомого тіла Sd . Матриця жорсткості в даному випадку 
пов’язує між собою нескінченно малі відносні переміщення та нескінченно малі зміни 
прикладеного навантаження відносно початку координат 

 SW dKd  . (3) 
При переході від точки О до точки В рухомого тіла вектор повороту θ  залишається 

незмінним, а вектор переміщення rd  змінюється з врахуванням паралельного переносу 
 θbrr  dd

B
.  (4)  

Оскільки точка А нерухома, то відносно нерухомої системи координат 
  nr ldd

B
 .  (5) 

Згідно з правилами диференціювання 
   nnn dldlld  . (6) 
Тоді  
 θbrnn  ddldl . (7) 
Звідси  
 θbnnr  dldld . (8) 
Підставляючи у (3), одержуємо 
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Рисунок 1 – Схема до визначення матриці 

жорсткості пружної ланки змінної довжини
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Навантаження W  визначається як 
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де k  – осьова жорсткість ланки; 
N  – нормалізований вектор плюкерових координат ланки 
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Оскільки 1nn
T , 0nn d

T , а     nθbθbn    згідно циклічним властивостям 
змішаного добутку [3], одержуємо 
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Іншу залежність можна вивести з (11) та (4) 
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де E  – одинична матриця;  
 a ,  b  – породжені векторними добутками кососиметричні матриці [3], наприклад 
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Згідно з (10), нескінченно мала зміна навантаження дорівнює 
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Враховуючи, що   NNN dldlld  , маємо 
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З врахуванням (13) та (14)  
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Тоді згідно з (3) матриця жорсткості дорівнює 
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Матриця жорсткості представляє собою суму двох матриць, перша з яких симетрична 
внаслідок симетрії T

NN , а друга несиметрична внаслідок нерівності векторів a  та b . Якщо 
ланка знаходиться в початковому недеформованому стані (

0
ll  , 1 ), друга частина (19) 

обертається на нуль, а матриця жорсткості стає симетричною 
 T

kK NN
1  . (20) 

Якщо кожна ланка знаходиться у початковому недеформованому стані, матриця 
жорсткості приймає вигляд (1). 

Підставляючи (11) у (19), одержимо блочний вигляд матриці жорсткості 
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Структура матриці жорсткості часто розглядається у вигляді блоків 33 [4] 
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Можна помітити, що підматриця сполучної жорсткості дорівнює моменту підматриці 

поступальної жорсткості   AC  a , а підматриця крутильної жорсткості визначається 

моментом підматриці сполучної жорсткості   BD  a , подібно до випадку відсутності 
попереднього навантаження [2]. 

Знайдемо симетричну частину матриці жорсткості 
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Враховуючи симетрію першої частини матриці та деякі правила теорії матриць 
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Знайдемо асиметричну частину матриці жорсткості 
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Якщо врахувати, що nab l , а naba l  (оскільки площа паралелограма, 
утвореного векторами a  та b , дорівнює площі паралелограма з векторів a  та nl ), маємо 
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Таким чином, асиметрична частина матриці жорсткості пропорційна зовнішньому 
навантаженню із від’ємним знаком. Позадіагональні блоки дорівнюють кососиметричній 
матриці, утвореній вектором сили, верхній діагональний блок нульовий (тобто підматриця 
поступальної жорсткості завжди симетрична), а нижній діагональний блок представляє 
собою момент вектору сили відносно початку координат у вигляді кососиметричної матриці. 
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Фактично вираз (31) представляє собою половину навантаження, вираженого у формі 
оператора просторового векторного добутку [5]. 

Подібно до (1), матриця жорсткості системи n пружних ланок дорівнює сумі матриць 
жорсткості окремих ланок 
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Відносне подовження ланок можна визначити як 
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де 
i

F  – зусилля у ланці;  

i
k  – жорсткість ланки;  

i
l  – довжина ланки. 

У [4] показано, що силові співвідношення механізму паралельної структури з ланками 
змінної довжини можна характеризувати за допомогою якобіана, тобто  

 FW
T

J
 , (34) 

де W  – навантаження на робочий орган;  
F  – вектор зусиль у ланках;  

T
J
  – транспонований якобіан зворотної кінематичної залежності. 

Тоді   
 WF

T
J , (35) 

де T
J  – транспонований якобіан прямої кінематичної залежності. 

Різниця між підматрицями поступальної жорсткості навантаженої та ненавантаженої 
ланок дорівнює 

      TTT
EkkEkKKK nnnnnn   111

0ппп
11  , (36) 

а для механізму паралельної структури в цілому 
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Розглянемо гексапод структури 3×3 у центральному положенні з радіусом розміщення 
шарнірів основи м5,0

A
R , рухомої платформи м25,0

B
R , відстань між основою та 

рухомою платформою складає м5,0
0
z , а жорсткість штанг приймаємо 100 Н/мкм=108 Н/м. 

Відповідно до залежностей [4] довжина ланок у центральному положенні складає 
м661,0l , а якобіан зворотної кінематичної залежності дорівнює 
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Приймаємо, що у центрі робочого органа прикладені сили величиною 1000 Н у 
кожному координатному напрямку, тоді вектор навантаження дорівнює 

  0500500100010001000 T
W . 

Зусилля у ланках розрахуємо згідно з (35) 
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  1.4759167.7297.2889.4061.34 T
F . 

Тоді відносні деформації згідно з (33) дорівнюють 
 1.000007180.999986150.999988971.000004360.999993850.99999948 . 

Визначаємо матрицю жорсткості згідно з (32) 
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Симетрична та асиметрична частини матриці жорсткості 
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Бачимо, що асиметрична частина матриці жорсткості з урахуванням похибок 
обчислення дорівнює половині зовнішнього навантаження, вираженій у операторній формі 
(31). 

Визначимо різницю між матрицями поступальної жорсткості навантаженої та 
ненавантаженої системи. Для розглянутого гексапода вона буде дорівнювати 
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Максимальна відносна зміна координатної жорсткості внаслідок навантаження 
спостерігається у напрямку осі Х і дорівнює -5

1,11,1 10.5562  -KK . Отже, зміною 

жорсткості внаслідок попереднього навантаження можна знехтувати. 
Висновки: 

1. При наявності попереднього навантаження матриця жорсткості стає асиметричною, 
причому її асиметрична частина пропорційна зовнішньому навантаженню із від’ємним 
знаком. 
2. Встановлено залежності для визначення відносних деформацій ланок та матриці 
жорсткості попередньо навантаженого механізму паралельної структури з ланками змінної 
довжини. 
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3. При високій жорсткості ланок змінами матриці жорсткості внаслідок попереднього 
навантаження (наприклад, викликаного силами ваги робочого органа верстата), можна 
знехтувати. 
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