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СТАТИЧНІ ТЕРМОПРУЖНІ ПОЛЯ В СУЦІЛЬНІЙ 
БАГАТОСКЛАДОВІЙ ЦИЛІНДРИЧНО-
АНІЗОТРОПНІЙ ПЛАСТИНЦІ

У роботі розв’язані задачі про структуру стаціонарного тем-
пературного поля і структуру породженого ним статичного тер-
мопружного поля при найбільш загальних, у рамках класичної тер-
модинаміки, припущеннях для суцільної (n+1)-складової циліндрич-
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но-анізотропної пластинки. Розв’язок задач записано в замкнутій 
формі, зручній для використання в інженерних розрахунках. Істот-
ну роль відіграв двічі застосований метод скінченного інтегрально-
го перетворення Ганкеля 1-го роду на сегменті [0,R] з n  точками 
спряження. 

Ключові слова: інтегральне перетворення Ганкеля I-го роду, 
циліндрично-анізотропна пластинка, рівняння теплопровідності, 
крайові умови, умови неідеального термічного контакту, точки 
спряження.

Постановка проблеми у загальному вигляді. Розвиток і вдо-
сконалення виробництва на сучасному етапі пов’язаний з широким 
використанням композиційних матеріалів у різного роду техноло-
гічних процесах, будівництві, радіоелектроніці, атомній енергети-
ці, космічній техніці. При розрахунках на міцність конструктивних 
елементів машин і механізмів, нагрівальних пристроїв, а також се-
ред багатьох технічних задач виникає необхідність у вивченні тем-
пературних полів і викликаних ними пружних напругу в кусково-
однорідних тілах, які складаються із декількох матеріалів і мають 
різні фізико-механічні характеристики.

Актуальність вивчення крайових задач для рівнянь теплопро-
відності параболічного типу обумовлена їх фізичним застосуван-
ням в моделюванні таких процесів як поширення тепла в неодно-
рідних середовищах, горіння в ракетних двигунах на твердому па-
ливі, при дослідженні проблем атомної енергетики і безпеки атом-
них реакторів. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій, в яких започаткова-
но вирішення даної проблеми, на які опираються автори. Одним 
із ефективних методів, який поряд з чисельними методами успішно 
застосовується  сьогодні для математичного моделювання крайових 
задач рівнянь теплопровідності параболічного типу є метод інте-
гральних перетворень[1, 2]. У роботі [1] побудовано скінченне гі-
бридне інтегральне перетворення типу Ейлера – Фур’є (Конторови-
ча – Лєбєдєва) на сегменті [ , ]R R0 3 , тому логічним продовженням є 
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застосування інтегральних перетворень до визначення структури 
стаціонарного і статичного температурних полів. 

Метою статті є побудова розв’язку задачі про структуру ста-
ціонарного температурного поля і структуру породженого стаці-
онарним температурним полем статичного термопружного поля, 
змодельованої в суцільній (n+1)-складовій циліндрично-анізо-
тропній пластинці, причому розв’язок одержаний у замкнутій 
формі, зручній для використання. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 
Стаціонарні температурні поля. Постановка задачі.
Розглянемо задачу про структуру стаціонарного температур-

ного поля в суцільній багатоскладовій циліндрично-анізотропній 
пластинці. Побудуємо обмежений на множині
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за умовами неідеального термічного контакту [3]
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 Крайову задачу (1)–(3) розв’яжемо методом скінченно-
го інтегрального перетворення Ганкеля 1-го роду на сегменті 
O R O Rn, ,[ ]≡  +1  [2].

Визначимо величини і функції:
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Якщо вважати, що
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то спектральна функція
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а її квадрат норми 
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Визначимо пряме HSn I; і обернене HSn I;
−1  скінченне інтегральне 

перетворення Ганкеля 1-го роду на сегменті [0,R] з n точками спря-
ження за правилами: 
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Запишемо систему (1) в матричній формі:
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Зобразимо оператор HSn I, , що діє за правилом (8), у вигляді 
операторної матриці-рядка 
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Застосуємо операторну матрицю-рядок (12) за правилом мно-
ження матриць до системи (11). Скориставшись тотожністю (10), 
одержуємо рівняння  при α α α1 2 1 1= = = =+... n .
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Оскільки χ −χn j+ ≤1
2 2 0  для j n=1, , то, поклавши γn+ =1

2 0 , 
γ j n j

2
1

2 2= −+χ χ   для j n=1, , рівняння (13) запишемо так: 
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У рівностях (13), (14) прийняті позначення:
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Із рівняння (14) знаходимо функцію
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Оскільки суперпозиція операторів HSn I;  і HSn I;
−1  є одиничний 

оператор, то оператор HSn I;
−1  зобразимо у вигляді операторної ма-

триці-стовпця:
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Застосуємо до матриці елементу [TS], де функція TS обчислю-
ється за правилом (15), операторну матрицю-стовпець (16) за пра-
вилом множення матриць. У результаті елементарних перетворень 
отримаємо розв’язок крайової задачі (1)–(3): 
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У рівностях (17) визначені функції Гріна 
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породжені заданим тепловим режимом на поверхні пластини r R= , і 
функції впливу 
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які породжені дією неперервно розподілених теплових джерел.
Відмітимо, що параметри α β22

1
22

1n n+ +,  і bκ  дозволяють виділити 
безпосередньо із загальних структур будь-який практично важли-
вий випадок (у межах запропонованої моделі). 

2. Статичні термопружні поля.
У навантаженій (n+1) складовій пластинці, що володіє цилін-

дричною анізотропією по відношенню до пружних сталих (харак-
теристик матеріалу), статичне поле напружень, породжене стаціо-
нарним температурним полем, у припущенні, що задача пружності 
осесиметрична, опишуть функції [3] 
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 (20)

Функції u rj ( )  є розв’язком сепаратної системи рівнянь рівно-
ваги в переміщеннях [3] 
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за умовами ідеального механічного контакту 
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та крайовими умовами 

 
dU
dr dr

U g
r

n n
n

r R
R

1

0
22

1
22

1
10

=

+ +
+
=

= + =








, .α

α β  (23)

У рівностях (20)–(23) прийняті позначення:
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де E Erj j, ϕ  – модулі Юнга для розтягу (стиску) в радіальному і тангенціаль-
ному напрямках: α αϕr

t t
j j
, – температурні коефіцієнти лінійного розширення 

в цих напрямках: v r j r jvϕ ϕ, ,,  коефіцієнт Пуассона; T rj( )  обчислюються за 
формулами (17).

Якщо пластинка (одна із складових пластинки) ізотропна, то 
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Розв’язок крайової задачі (21)–(23) побудуємо методом скін-
ченного гібридного інтегрального перетворення Ганкеля 1-го роду 
на сегменті [O,R] з n точками спряження. 

Визначимо величини і функції:
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Тут βS – утворюючі дискретний спектр корені трансцендентно-
го рівняння 
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Наявність спектральної функції W r S( )( , )κ β , квадрату її норми 
W r S( )( , )κ β

2

 дозволяє ввести в дію скінченне пряме HSn I;
( )κ  і обернене 

HSn I,
( )− κ  інтегральне перетворення Ганкеля I-го роду на сегменті [0,R] 

з n точкам спряження за правилами [2]: 

 H f r f r W r r dr fSn I S

R

S;
( )

( )[ ( )] ( ) ( , ) ( ) ;κ
κ β σ= ≡∫

0

 (25)

 H f f
W r

W r
f rSn I S S

S

SS
;

( ) ( )

( )

( , )

( , )
( );−

=

∞

[ ]= ≡∑κ κ

κ

β

β
2

1
  (26)

  

H r B f r C B f r W rSn I j j S

R
j

j

;
( )

( ) ( );( ) [ ( )] [ ( )] ( , )κ
κ κ κχ β



 ≡ ×

−

2

1

RR

j

n

j

S S n n
n

n S

j

rdr

f C R W R

∫∑
=

+

+ +
+ −

+

=

=− +

1

1

2
1

2
1 22

1 1
1

σ

β σ α βκ( ) ( ,( ); ))

( ,( );

×

× +






 +

+ +

= =
∑α β σ κ22

1

22

1 2

1

n n

r R

j j j
j

n

j j

df
dr

f C R W R ββS jg) .

    (27)

Якщо α β22
1

22

1
0 1

n n+ +
= =, , то маємо задачу в переміщеннях, тобто 

першу крайову задачу; якщо ж α β ϕ22
1

22

1 1
11

n n

r nR v
+ + −

+= =, , то маємо дру-
гу крайову задачу – задачу в напруженнях (межа r R Rn= ≡+1  плас-
тинки навантажена).

Запишемо систему (21) в матричній формі:
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Зобразимо оператор HSn I;
( )κ , що діє за правилом (25), у вигляді 

операторної матриці рядка: 
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Застосуємо за правилом множення матриць операторну матри-
цю-рядок (29) до системи (28). У результаті елементарних перетво-
рень і тотожності (27) при C C Cn1

2
2
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2 1= = = =+...  отримаємо алгебра-

їчне рівняння: 
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В алгебраїчному рівнянні (30) прийняті позначення: 
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Якщо позначити
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і вважати, що 
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то рівняння (33) матиме вигляд 

 β κS S SU2 =Φ( ); .  (33)

Якщо відмовитися від рівності (32), то в правій частині рівнян-
ня (33) добавиться доданок 
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З рівняння (33) знаходимо, що

 US S S= −β κ
2Φ( ); .   (35)

Оскільки суперпозиція операторів HSn I;
( )κ  та HSn I;

( )− κ  є одиничний 
оператор, то 
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Застосуємо операторну матрицю-стовпець (36) за правилом 
множення матриць до матриці-елементу US[ ], де US визначена фор-
мулою (35). У результаті елементарних перетворень одержимо 
розв’язок крайової задачі (21)–(23): 
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Тут беруть участь фундаментальні функції системи (21) 
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Якщо в правій частині рівняння (35) буде присутній доданок 
(34), то 
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Відмітимо, що рівність (32) має місце у випадку другої крайової 
задачі – задачі в напруженнях.

Висновок. За результатами проведеного дослідження в роботі 
в замкнутій формі побудований розв’язок задачі про структу-
ру стаціонарного температурного поля і структуру породженого 
стаціонарним температурним полем статичного термопружного 
поля, змодельованої в суцільній (n+1)-складовій циліндрично-
анізотропній пластинці. 

Напрямками подальших досліджень вбачається розглянути  
найбільш вживані на практиці випадки двоскладової та трискладо-
вої пластинки, які володіють циліндричною анізотропією.
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Боровик О. В.,  Трасковецкая Л. М., Стопень Г. Я. Статические 
термоупругие поля в сплошной многослойной цилиндрически-
анизотропной пластинке

В работе решены  задачи о структуре стационарного темпе-
ратурного поля и структуре порожденного им статического тер-
моупругого поля  при наиболее общих, в рамках классической 
термодинамики, предположениях для сплошной (n+1)–составной 
цилиндрически-анизотропной пластинки. Решение задач записа-
но в замкнутой форме, удобной для использования в инженерных 
расчетах. Существенную роль сыграл дважды применяемый метод 
конечного интегрального преобразования Ганкеля 1-го рода на сег-
менте [0,R] с n  точками сопряжения.

Ключевые слова: интегральные преобразования  Ганкеля I-го 
рода, цилиндрически-анизотропная пластинка, уравнение тепло-
проводности, краевые условия, условия неидеального термического 
контакта, точки сопряжения.

Borovyk O. V., Traskovetska L. M., Stopen G. J. Static thermoelastic 
fields in solid multicomponent cylindrical and anisotropic plate

Nowadays the development and improvement of the production 
closely deals with the wide usage of the composite materials in various 
types of technological processes, construction, radio electronics, atomic 
power engineering, space engineering. During the strength calculations 
of the parts of machines and mechanisms, heating devices and in many 
technical problems it is necessary to determine the temperature fields and 
evoked by them elastic tensions in piecewise-uniform bodies which are 
composed of several materials and have different physical and mechanical 
characteristics.

The actuality of the researching of the boundary problems for the 
equations of the thermal conductivity of the parabolic type is explained 
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by its physical appliance in the modeling of such processes as heat 
conduction in non-uniform environments, burning process in rocket 
engines with solid fuel, during the researching of the problems of 
atomic power engineering and safety of nuclear reactors. This problem 
is so important due to the wide usage of composite materials which are 
the non-uniform (piecewise-uniform) thin shell elements of the parts. 
The problems of heat conduction (stationary and non-stationary) were 
researched for the isotropic and for the piecewise-uniform isotropic thin 
shell elements of the parts. In most cases it was assumed the presence of 
one surface of conjugation with ideal thermal contact and absence of the 
heat sources.

The solution and researching of the quasi-static and dynamic 
thermoelastic problems was provided both in classical and generalized 
thermomechanics only for the uniform objects.

Problems about the structure of stationary temperature field and 
structure of descendant static thermoelastic field at the most common 
assumptions according to the classical thermodynamics for the solid 
cylindrical anisotropic plate with (n+1) components are solved in the 
article. The solving of the problems is given in the closed form which is the 
most convenient for the usage in engineering calculations. The essential 
role belongs to the method of the Hankel finite integral transformation of 
the 1st order which was applied twice on the segment [0,R] with n points 
of conjugation.

The importance of the received results is that the analytical formulae 
which describe the solution of the problems can be algorithmized and 
can be used in engineering calculations within the suggested model.

Key words: Hankel integral transformation of the 1st order; cylindrical 
and anisotropic plate, equation of heat conduction, boundary conditions, 
conditions of imperfect thermal contact, points of conjugation.




