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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ

Тонкостенные элементы конструкций в виде не-
круговых цилиндрических оболочек находят широ-
кое применение в технике [5, 14]. Выбор профиля 
сечения таких оболочек обусловлен прежде всего 
увеличением прочности конструкции в целом при со-
хранении ее веса.

Одними из основных параметров, влияющих на 
эксплуатационные характеристики оболочек, явля-
ются их резонансные частоты и формы колебаний. 
Существует большое количество работ, в которых 
исследуется динамическое поведение тонкостенных 
элементов определенных классов на основании раз-
личных подходов, например [3, 4, 14].

Для решения задач статики и динамики тонко-
стенных оболочечных конструкций существует боль-
шое количество численных, аналитических или сме-
шанных подходов: методы Релея–Ритца, конечных 
и граничных элементов, конечных разностей и т. д. 
Однако на трудоемкость и погрешности этих прибли-
женных методов решения указанного класса задач 
влияют как наличие в уравнениях теории оболочек 
быстроизменяющихся членов, так и приближенные 
аппроксимации граничных условий [7].

В связи с этим разработка эффективных и надеж-
ных методов решения динамических задач теории 
оболочек является актуальной фундаментальной  
и прикладной проблемой современной механики тон-
костенных конструкций.

В данной работе используется подход, основан-
ный на сведении исходной двумерной краевой задачи 
к последовательности одномерных задач на собствен-
ные значения с помощью метода сплайн-коллокации 
с предварительно точным удовлетворением краевым 
условиям в направлении аппроксимации. Выбор  
в качестве аппроксимирующих функций сплайнов 
обусловлен некоторыми их полезными свойствами,  
а именно [7]:

устойчивостью относительно локальных возму-
щений, т. е. поведение сплайнов в окрестности точки 
не влияет на поведение сплайна в целом; 

более эффективной сходимостью в отличие от 
применения многочленов как функций аппроксима-
ции;

простотой и удобством при вычислении и реа-
лизации сплайн-функций на современных персональ-
ных компьютерах.

Отметим, что сплайн-функции успешно применя-
лись для решения задач статики и динамики оболочек 
в работах [3, 6, 10, 11, 13, 17, 20].

АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ  
И ПУБЛИКАЦИЙ

Изучению напряженно-деформированного со-
стояния некруговых цилиндрических оболочек по-
священы работы [10, 13, 17, 20]. Свободные коле-
бания некруговых цилиндрических оболочек в раз-
личных постановках исследовались в [8, 15, 16, 18, 
19, 21, 22, 24]. Динамике гофрированных оболочек  
посвящены работы [11, 12].
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Анотація. Проведені дослідження резонансних частот некругових циліндричних оболонок з еліптичним 
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Abstract. The research of the resonant frequencies of the non-circular cylindrical shells with the elliptical corrugated 
cross-section has been held. The influence of the corrugation density on the distribution of the resonant vibrations 
frequencies is analyzed. The spline-collocation method combined with the discrete orthogonalization method was 
used for the numerical calculations.
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Из анализа отмеченных публикаций можно сде-
лать вывод, что динамике некруговых цилиндриче-
ских оболочек посвящено относительно небольшое 
количество работ, а динамические задачи гофриро-
ванных цилиндрических оболочек только недавно 
привлекли внимание исследователей.

ЦЕЛЬЮ ДАННОЙ РАБОТЫ является исследо-
вание влияния плотности гофрировки на резонанс-
ные частоты гофрированных эллиптических цилин-
дрических оболочек постоянной толщины, жестко 
защемленных по контуру, при неизменной массе.

ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА

1. Исходные соотношения. Будем рассматривать 
задачу о свободных колебаниях ортотропной цилин-
дрической оболочки переменной толщины ),( tsh   
и произвольного очертания поперечного сечения.  
В качестве координатных линий выберем длины дуг 
по образующей s и направляющей t.

Согласно классической теории Кирхгофа–Лява 
[1, 2, 14] уравнения, описывающие свободные коле-
бания цилиндрических оболочек, будут иметь вид
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где ρ – плотность материала оболочки; h – толщина 
оболочки; τ – время.

Для нормальных Ns, Nt и сдвигающих S усилий, 
изгибающих Ms, Mt и крутящих H моментов справед-
ливы материальные соотношения вида [14]:

(2)

где Cij = Bijh(s, t) и Dij = Bijh
3(s, t)/12 ({i, j}={1, 2, 6}) – 

жесткости оболочки на растяжение–сжатие и изгиб 
соответственно; B11 = E11/(1–ν1 ν2), B22 = E22/(1–ν1 ν2), 
B12 = ν2B11 = ν1B22, B66 = G12.

Выражения для деформаций срединной поверх-
ности оболочки [14]:
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где u(s,  t,  τ), v(s,  t,  τ) и w(s,  t,  τ) – перемещения то-
чек срединной поверхности оболочки; kt – кривизна 
направляющей оболочки. На низших частотах на из-
гибные деформации наибольшее влияние оказывает 
прогиб, поэтому тангенциальными перемещениями  
в них можно пренебречь [2].

Подставив (3) в (2), а затем в (1), получим три эк-
вивалентных дифференциальных уравнения в част-
ных производных с переменными коэффициентами 
относительно трех неизвестных перемещений u, v  
и w:

На контурах s = const задаются граничные усло-
вия, которые определяются через перемещения [14]:

1) жестко закрепленный контур (C):
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2) шарнирно закрепленный контур (Sс):

0const ===
=swvu ,  0

const
2

2

=
∂
∂

=ss
w

;                 (6)

3) шарнирно опертый контур (S):

0
const

=
∂
∂

=ss
u , 0const ==

=swv , 0
const

2

2

=
∂
∂

=ss
w ;       (7)

4) свободный контур (F)
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Аналогичные условия могут быть заданы и на 
контурах t = const, если в уравнениях (5)–(8) сделать 
замену s → t, u → v, v → u, kt → 0. Кроме того, на кон-
турах t = const можно задать условия симметрии (Sm)
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На контурах оболочек могут быть заданы произ-
вольные комбинации граничных условий вида (5)–(9). 
Например, СССС – жестко закрепленная по всем кон-
турам открытая цилиндрическая оболочка; CSCS – за-
щемленная на прямолинейных контурах и шарнирно 
опертая по криволинейным торцам открытая цилин-
дрическая оболочка и т. д.

2. Методика решения. Пусть направляющая обо-
лочки задана параметрически: x = f1(θ), y = f2(θ) или  
в полярной системе координат: r = r(θ), где θ – параметр 
направляющей. Тогда элемент дуги направляющей

dt = γ(θ)dθ,

где 22 )()()( θ′+θ′=θγ yx  или 22)( rr ′+=θγ .

Выражая производные перемещений по дуге на-
правляющей через производные по параметру [8, 11], 
искомые перемещения представим в виде [3, 5, 10–12]
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где uj(θ), vj(θ), wj(θ) (j  =  0...N) – искомые функции; 
φ1j(s), φ2j(s) – функции, построенные с помощью ли-
нейных комбинаций В-сплайнов третьей степени 

(N  ≥ 4); φ3j(s)   – функции, построенные с помощью 
линейных комбинаций В-сплайнов пятой степени 
(N  ≥  6), которые точно удовлетворяют граничным  
условиям при s = const [4, 7, 14].

Подставив (10) в уравнения (4), будем требовать, 
чтобы они удовлетворялись в заданных точках кол-
локации ξk ∈  [0, L] , k = 0…N. В случае четного чис- 
ла узлов сетки (N  =  2n+1, n  ≥  3) и при условии,  
что узлы коллокации удовлетворяют требованиям 

],[ 1222 +∈ξ qqq ss , ],[ 12212 ++ ∈ξ qqq ss  (q = 0…n), на отрез-
ке [s2q, s2q+1] имеем два узла коллокации, а на сосед-
них отрезках [s2q+1, s2q+2] узлы коллокации отсутству-
ют. На каждом из отрезков [s2q, s2q+1] точки коллока-
ции выбираются следующим образом: ξ2q = s2q + z1h, 
ξ2q+1 =  s2q +  z2h (q = 0…n), где z1 и z2 – корни поли-
нома Лежандра второго порядка на отрезке [0, 1]:
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локации является оптимальным и существенно по-
вышает порядок точности аппроксимации [7]. После 
всех преобразований получим систему 8(N+1) линей-
ных дифференциальных уравнений относительно ис-
комых перемещений, которую можно записать в нор-
мальной форме Коши
	

Y
d
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θ
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где { }TT wwwwvvuuY ′′′′′′′′= ,,,,,,,  – вектор искомых 
функций; A(θ,  ω0) – квадратная матрица порядка 
8(N+1).

Граничные условия (5)–(9) для системы (11) мож-
но записать в виде
	

0)( 1 =θY1B ,  0)( 22 =θYB .               (12)

Задача на собственные значения для системы 
ОДУ (11) с граничными условиями (12) решалась ме-
тодом дискретной ортогонализации вместе с методом 
пошагового поиска [4, 5].

3. Результаты и обсуждение. На основе описан-
ной выше методики были рассчитаны собственные 
частоты открытых изотропных гофрированных ци-
линдрических оболочек постоянной толщины, жест-
ко защемленных по контуру. Параметрические урав-
нения срединной поверхности оболочек имеют вид
	

( )[ ] θθ+=θ coscos)( krax ; ( )[ ] θθ+=θ sincos)( krby ,  (13)

где a, b – полуоси базового эллипса; r – амплитуда 
гофра; k – плотность гофрировки.

На рис. 1 представлены поперечные сечения обо-
лочек с различной плотностью гофрировки.

В качестве материала оболочек рассматривалась 
инструментальная сталь X40Cr14, ее механические ха-
рактеристики: упругие постоянные – E = 2,1·1011 Па, 
ν = 0,28; плотность для первой оболочки была принята  
ρ0 = 7740 кг/м3.
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Геометрические параметры оболочек: a = 0,044 м; 
b = 0,044–0,11·i м (i = 0…2); r = 0,002 м; L = 0,12 м; 
h = 0,002 м; k = 2·j (j = 0…5); 0 ≤ θ ≤ π.

Все расчеты проводились при N = 12 точках кол-
локации.

Известно [5, 9, 14], что резонансные частоты коле-
баний упругих систем пропорциональны их жестко-
сти и обратно пропорциональны их массе. Гофриров-
ка влияет на оба эти параметра, и чтобы оценить ее 
влияние, необходимо один из них «зафиксировать». 
Как правило [4, 8, 10–14, 17, 20], сравнивают резо-
нансные частоты оболочек одинаковой (эквивалент-
ной) массы. Здесь также рассматриваются оболочки 
одинаковой массы.

Масса некруговой цилиндрической оболочки мо-
жет быть вычислена по формуле

M = ρV = ρSL,                           (14)

где ρ – плотность материала; S – площадь попереч-
ного сечения оболочки по направляющей; L – длина 
образующей.

Площади сечений рассматриваемых оболочек 
равны произведениям их периметров на соответству-
ющие толщины:

.           (15)

Трудность заключается в том, что интеграл (15) 
для заданного очертания сечения оболочки (13) вы-
числяется лишь приближенно, с предварительно за-
данной точностью. Следовательно, геометрические 
параметры поперечного сечения оболочки будут 
определяться с еще меньшей точностью и девиация 
масс оболочек может выйти за заданные рамки.

Один из вариантов решения этой проблемы таков: 
приближенно с заданной точностью вычислить пери-
метры заданных оболочек и обратно пропорциональ-
но им изменять плотность материала:

i
i l

l0
0ρ=ρ .                           (16)

В качестве ρ0 и l0 возьмем плотность стали 
X40Cr14 и периметр оболочки при k = 4 и b/a = 1  
с точностью 10–5: l0 = 0,13937 м.

На основании (15) и (16) была рассчитана с той 
же точностью плотность материалов оболочек экви-
валентной массы, для удобства сведенная в табл. 1.

Таблица 1. Плотность оболочек эквивалентной массы 
ρ, кг/м3

b/a Значения k
0 2 4 6 8 10

0,50 9572,4 9903,0 9920 9802 9603,2 9354,4
0,75 8439,0 8785,9 8770,2 8666,8 8519,5 8340,9
1,00 7464,3 7787,5 7740 7662,9 7559,5 7433,2

Для проверки достоверности и надежности пред-
лагаемой методики можно сравнить результаты из-
вестного численно-аналитического решения некото-
рой эталонной задачи.

Такой задачей может служить задача о свобод-
ных изгибных колебаниях шарнирно опертой по 
контурам (SSSS) открытой цилиндрической обо-
лочки кругового поперечного сечения при k  =  0  
и a  +  r  =  b  +  r  =  R  =  0,046 мм (рис.  2). Для такой 
оболочки частоты свободных колебаний могут быть 
найдены по формуле [4]

где ; 

; 
a

m
m

π
=λ , 

b
n

n
π

=λ ; m, n – числа полуволн 

вдоль направляющей и вдоль образующей соответ-
ственно.

Рис. 2

Рис. 1

k = 4

k = 8

k = 6

k = 10

 

R = 0,046 мм 

 

R = 0,046
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В табл. 3 приведены частоты колебаний такой 
оболочки, плотность материала которой взята из 
табл. 1 (ρ = 7464,3 кг/м3). Расчеты проводились при 
12 точках коллокации по образующей и 101 точке вы-
дачи результатов по направляющей.

Таблица 2. Сравнение аналитических и точных частот 
f, Гц

i 1 2 3 4 5
Эталон 3479 4333 5019 6300 7052
Расчет 3479,6 4333,6 5019,7 6300 7062

Из табл. 2 следует, что описанная в п. 1, 2 мето-
дика обладает достаточной точностью и надежно-
стью. На ее основе были рассчитаны частоты жест-
ко защемленных оболочек эквивалентной массы  
(согласно табл. 1) при различных параметрах эллип-
тичности и гофрировки. Данные расчетов сведены  
в табл. 3.

Зависимость резонансных частот рассматривае-
мых оболочек от плотности гофрировки представле-
на на рис. 3 (а – первая; б – вторая; в – третья).

Таблица 3. Частоты гофрированных эллиптических оболочек fi, Гц

b/a i Значения k
0 2 4 6 8 10

0,50

1 4035 3574 3595 3116 3873 3735
2 4738 4901 5264 4519 4457 4817
3 6208 5300 5291 6497 5846 6055
4 6689 6733 6432 6657 6639 7080
5 8380 7228 7198 7732 7534 7525

0,75

1 4708 4304 4254 3290 4668 4497
2 5090 5014 5108 4618 4708 5172
3 7595 6921 6574 5846 6634 7105
4 7677 7281 6874 6735 6703 7148
5 8258 8464 7399 7095 7577 7825

1,00

1 5219 5026 4695 3369 4792 5054
2 5263 5228 4904 4841 5055 5339
3 7579 7891 6617 4987 6388 6912
4 8104 8096 6953 6183 6507 7140
5 8318 8257 7444 6234 7151 8026
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ВЫВОДЫ

1. Из результатов расчетов, представленных  
в табл. 2, следует, что у гофрированных эллиптиче-
ских тонкостенных цилиндров первая резонансная 
частота колебаний будет меньше соответствующей 
частоты круговых гофрированных оболочек эквива-
лентной массы. С увеличением плотности гофриров-
ки одни резонансные частоты сначала убывают, а за-
тем возрастают, другие ведут себя противоположным 
образом. Однако точка минимума частот зависит от 
их номера, что связано с количеством полуволн, ко-
торые укладываются на данный гофр при резонансе.

2. Как следует из анализа графиков на рис. 2, 
первая резонансная частота колебаний для всех ти-
пов оболочек сначала убывает, а затем возрастает. 
При плотности гофрировки k = 6 первая резонансная 
частота эллиптических оболочек чрезвычайно близ-
ка – в пределах погрешностей вычислений – к соот-

ветствующей резонансной частоте круговой гофри-
рованной оболочки.

3. Несколько иная картина наблюдается для выс-
ших резонансных частот колебаний. Из рассмотрения 
графиков на рис. 3,б и рис. 3,в можно заключить, что 
увеличение плотности гофрировки эллиптических 
оболочек может привести к заметному увеличению 
резонансной частоты по сравнению с соответствую-
щей частотой круговой гофрированной цилиндриче-
ской оболочки.

4. Резюмируя все сказанное, можно заключить, 
что, варьируя плотность материала и геометри- 
ческие параметры гофрированных оболочек, можно 
существенно влиять на их собственный спектр без 
изменения массы оболочек в целом. При этом более 
вытянутые гофрированные цилиндры могут иметь 
большие резонансные частоты, чем соответствующие 
круговые цилиндрические оболочки.
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