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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ

Задача максимального быстродействия являет-
ся одной из основных в современной теории опти-
мального управления. Например, для систем дина-
мического позиционирования морского подвижного 
объекта важно осуществлять стабилизацию макси-
мально быстро, так как для функционирования пла-
вучего объекта в условиях воздействия значительных 
внешних возмущений (волнения до 5 баллов) система 
позиционирования должна обеспечивать удержание 
технологического инструмента с отклонениями до 
3–5 %. Проблема динамического позиционирования 
приобрела особую актуальность в связи с работами 
по освоению природных богатств океана и, в частно-
сти, при создании буровых судов, осуществляющих 
поиск нефтегазовых месторождений на значительной 
глубине. 

На данный момент существует ряд классических 
методов оптимального управления динамическими 
объектами, которые теоретически позволяют рас-
считать оптимальный сигнал управления для обе-
спечения перемещения объекта с начальной точки  
в заданную точку по оптимальной по быстродей-
ствию траектории. Однако на практике использо-
вание данных методов осложнено следующими не-
достатками: сложностью практической реализации 
алгоритмов управления, необходимостью серьезных 
упрощений промежуточных или конечных уравнений 
с соответствующей потерей точности вычислений 
при решении краевых задач, узкой областью сходи-
мости при использовании степенных рядов. Системы 

с переменной структурой обратных связей позволя-
ют находить оптимальные управляющие воздействия  
и не включают в себя перечисленные выше не-
достатки [9, 12], однако априорно требуют построения  
оптимальных траекторий.

АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ ИССЛЕДОВАНИЙ  
И ПУБЛИКАЦИЙ

Проблема построения оптимальной траектории 
движения объекта управления рассматривалась в [4, 
7, 11] и других работах. Авторы перечисленных работ 
сформулировали основные принципы оптимального 
по быстродействию управления. В работе [6] внима-
ние уделялось построению оптимальных систем вы-
сокого порядка. Однако предложенные методы приво-
дят к определенным трудностям, таким как решение 
краевых задач, что ведет к усложнению практической 
реализации данных механизмов синтеза. 

Использование модального управления для по-
строения оптимальных регуляторов описано в [1, 2]. 
Данный метод приводит к необходимости решения 
уравнения Риккати, для чего требуется решить ряд 
линейных уравнений, количество которых зависит 
от порядка системы. В случае, когда система имеет 
высокий порядок, возможно возникновение вычис-
лительных сложностей из-за громоздкости системы 
уравнений.

В работе [3] рассматривается процесс постро-
ения оптимальной по быстродействию траектории 
при ограничениях на управление для многомерных 
объектов, однако оптимальное управление находится  
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с помощью численного решения системы нелиней-
ных уравнений, что также приводит к вычислитель-
ным сложностям при повышении порядка системы.

Использование аппарата выпуклого анализа [5] 
при построении оптимальной траектории позволя-
ет избежать необходимости решения краевых задач, 
однако приводит к необходимости нахождения слож-
ных определенных интегралов, которые, как правило, 
затруднительно аналитически определить в ряде важ-
ных практических случаев.

ЦЕЛЬЮ СТАТЬИ является разработка практи-
чески реализуемого механизма построения алгорит-
мов формирования оптимальной по быстродействию 
траектории движения динамического объекта высо-
кого порядка, а также моментов переключения управ-
ляющих функций в цепях обратных связей с учетом 
ограничений на управление. 

ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА

В статье рассматривается проблема стабилизации 
объекта на плоскости, т. е. задача управления по двум 
координатам и их производным с условием выполне-
ния критерия оптимальности по быстродействию.

Данный критерий заключается в определении ми-
нимального времени

требуемого для перевода управляемого объекта из за-
данного начального состояния в заданное конечное 
состояние, движение которого описывается системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений:

),( UXX f= .

Для обеспечения процесса управления динами-
ческим объектом рассмотрим систему с переменной 
структурой обратных связей, так как данный метод 
позволяет обеспечить оптимальное управление и не 
вызывает вычислительных сложностей. Предложен-
ный подход [8, 10] включает в себя основные этапы: 
планирование оптимальной траектории; определе-
ние моментов переключения управляющих функций 
в цепях обратной связи объекта; синтез управляющих 
функций в соответствующих цепях обратной связи 
многомерного объекта. 

Планирование оптимальной траектории являет-
ся базовым этапом при формировании оптимального 
управления, так как на основе выбранной траектории 
определяются моменты переключения управляющих 
воздействий в цепях обратной связи, а также вид 
передаточных функции управления. Введение огра-
ничений на управляющее воздействие ограничивает 
количество возможных производных управляемой 

координаты, что влияет на вид оптимальной траекто-
рии, а также значительно усложняет процесс управ-
ления.

Для определения оптимального управления 
рассмотрим динамический объект управления в об-
щем виде:

                               (1)

где А и В – матрицы коэффициентов объекта управле-
ния; X, U – векторы управляемых координат и управ-
ляющих воздействий соответственно.

При переводе динамического объекта из началь-
ной точки в заданную траектории движения, при 
условии, что управляющее воздействие ограничено 
только способностью его реализации, описываются 
уравнениями, приведенными ниже.

Для обеспечения процесса «разгона» объекта зна-
чения фазовых координат уравнения имеют вид

    (2)

Уравнения процесса «торможения» для значений 
фазовых координат запишутся как

 (3) 

где ti – моменты переключения управляющих воздей-
ствий (i = 1, ..., m); k – порядок высших производных 
вектора координат, определяемый с учетом физиче-
ской реализуемости управления.

Для выполнения критерия оптимальности по бы-
стродействию необходимо синтезировать управление 
для использования максимального значения произ-
водных выходной координаты, так как они обеспечат 
переход в заданную точку с наименьшими затратами 
времени, а также максимальные по модулю значе-
ния, которые определяются исходя из ограничений на 
управляющие воздействия [10].

Физически реализуемые начальные значения фа-
зовых координат с учетом ограничений на управляю-
щие воздействие, исходя из уравнения (1), определя-
ются следующим образом:

 

(4)
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Рассмотрим систему четвертого порядка, которая 
описывает в переменных состояния движение двух-
мерного объекта на горизонтальной плоскости:

    (5)

где а11,  а12, а21, а22; b11, b12, b21, b22 – коэффициенты 
объекта управления.

Для построения оптимальной по быстродействию 
траектории перехода объекта управления из начальной 
точки в заданную, с учетом ограничений на управляю-
щее воздействие, предлагается следующий алгоритм.

1. Определение требуемого времени для перехода 
в заданное значение для каждой фазовой координаты 
в предположении, что каждая из фазовых координат 
является независимой.

2. Определение количества и координат кон-
трольных точек, через которые должны проходить 
траектории управляемых координат для попадания 
в заданную конечную точку. Для этого сравниваются 
полученные значения требуемого времени для каж- 
дой фазовой координаты xx tt , . Если xx tt > , тог-
да контрольная точка находится на оси х в области  

х > 0. Если xx tt < , тогда контрольная точка находится 
на оси х в области х < 0.

3. Определение ведущей и ведомой координат. 
Ведущая координата  находится по наименьшему 
требуемому времени перехода в контрольную точку. 
Ведомой будет координата, для которой требуется 
большее количество времени для перехода в кон-
трольную точку.

4. Перевод ведущей координаты в контрольную 
точку xk1. При этом ведомая координата перемещается 
в произвольную точку yk1.

5. Фиксация ведущей координаты.
6. Определение второй контрольной точки для ве-

домой координаты. Нахождение требуемого времени 
для перехода ведущей координаты из контрольной 
точки xk1 в конечную.  Определение точки yk2 для ве-
домой координаты, чтобы время, занятое на переход 
из точки yk2 в конечную точку, было равно времени 
перехода ведущей координаты из точки xk1 в конеч-
ную точку. Перевод ведомой координаты в контроль-
ную точку yk2.

7. Перевод обеих координат в заданную конечную 
точку «СТОП».

На основе полученной траектории формируют-
ся оптимальные управляющие воздействия, которые 
через блок ключей переключения (БКП) поступают  
в управляющий канал системы с переменной струк-
турой обратных связей (рис. 1). 

Рис. 1. Блок-схема системы управления с переменной структурой в обратных связях

Рассмотрим предложенный алгоритм на примере 
задачи перехода динамического объекта управления 
из начального заданного состояния в конечное за-
данное состояние при ограничениях на управляющее 
воздействие. Для этого зададим граничные условия 
для системы (5):
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где  определяются из системы (4).
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Определение контрольных точек с учетом резуль-
татов, полученных из уравнения (6), производится 
в следующей последовательности:

подстановка в уравнение движения наибольшего 
требуемого времени для перевода фазовой координа-
ты в заданную точку;

нахождение разницы между заданным и получен-
ным значениями:

         (7)

Исходя из полученных координат контрольных 
точек на основе решений (7), делаем вывод, что коор-
дината х будет ведущей, координата у, соответствен-
но, ведомой.

Для перевода в контрольную точку xk1 и опреде-
ления моментов переключения управляющих воз-
действий  в цепях обратной связи, исходя из (2),  
(3), необходимо решить следующую систему урав- 
нений: 

  (8)

На основе результатов решения уравнения (8) 
в промежуток времени (0; tпр1) управляющие воздей-
ствия будут иметь следующие значения: и1 = –u1max;  
и2 = –u2max, а в промежуток (tпр1; T1) они примут значе-
ния: и1 = u1max; и2 = u2max.

Фиксация ведущей координаты производится 
включением соответствующих управляющих воздей-
ствий, которые рассчитываются таким образом, что-
бы компенсировать взаимовлияние, например:

 (9)

При определении второй контрольной точки 
в  данном примере используется время xt   для пере-
хода объекта по координате х из точки xk1 в заданную 
конечную точку.

Точка yk2 определяется по следующим формулам:
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где kkk yyy  ,,  – конечные значения фазовых коорди-
нат.

Для перехода динамического объекта управле-
ния в контрольную точку yk2 и определения моментов 
переключения управляющих воздействий  решается 
система уравнений 

В промежуток времени (T1; tпр2) управляющие воз-
действия для обеспечения фиксации ведущей коорди-
наты исходя из (9) будут иметь следующие значения:

а в промежуток (tпр2; T2): 

Для обеспечения выполнения критерия опти-
мальности по быстродействию перевод обеих коор-
динат динамического объекта управления в конеч-
ную заданную точку производится при включении 
максимально возможного управляющего воздействия 
в обоих каналах управления.

В результате применения предложенной про-
цедуры формирования оптимальной по быстродей-
ствию траектории движения динамического объекта 
были получены зависимость управляемых коорди-
нат (рис.  2,а), зависимость управляемых координат  
с учетом временной оси (рис. 2,б), зависимости фазо-
вых переменных динамического объекта управления, 
а также контрольные точки (рис. 3).

Исходя из полученных оптимальных траекторий 
было сформировано управляющее воздействие для 
обоих каналов управления, обеспечивающее макси-
мально быстрое перемещение объекта управления 
из заданной начальной точки в заданную конечную 
точку. Полученные управляющие сигналы, а также 
моменты переключения приведены на рис. 4.
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Рис. 2. График зависимости управляемых координат:
а – ведомой от ведущей; б – координат от времени
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Рис. 3. График зависимости фазовых координат:
а – ведущей координаты; б – ведомой координаты
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Рис. 4. График изменения управляющего воздействия:
а – u1(t); б – u2(t)

ВЫВОДЫ

1. Предложенный механизм построения алгорит-
мов формирования оптимальной по быстродействию 
траектории движения динамического объекта обеспе-
чивает построение оптимальной траектории движе-
ния для многомерного динамического объекта управ-
ления. Формирование оптимальных траекторий для 
объектов с тремя и более управляемыми координа-
тами осуществляется путем ввода  дополнительных 
субведущих координат.

2. Данный подход позволяет на основе баланса 
сил и моментов, действующих на объект, и их про-
изводных синтезировать требуемые управляющие 
воздействия, а также определить моменты переклю-
чения управляющих воздействий в цепях обратных 
связей, которые обеспечивают выполнение критерия 
максимального быстродействия при ограничениях на 
управляющее воздействие.

Предложенная процедура может использовать-
ся при построении оптимальных траекторий в зада-
чах динамического позиционирования, управлении 
движением морских подвижных объектов и других  
областях. 
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