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Abstract. The application of Johnson's normalizing transformation from SU family for interval estimation of projects 
duration of preparation of female boxers for competitions has been proposed. The aim of the article is to select the nor-
malizing transformation for interval estimation of projects duration of preparation of female boxers for competitions. 
The use of the known normalizing transformations, such as Johnson, Box-Cox, Manly and Yeo-Johnson, for interval 
estimation of the sample mean of projects duration of preparation of female boxers for competitions is considered. The 
comparison of the resulting estimation of the confidence intervals based on the known normalizing transformations is 
done. The application of Johnson's normalizing transformation from SU family for the interval estimation of the sample 
mean of projects duration of preparation of female boxers for competitions is proposed. The research results can be 
applied for the interval estimation of the sample mean of projects duration of preparation of female boxers for com-
petitions. The application of Johnson's normalizing transformation from SU family for interval estimation of projects 
duration of preparation of female boxers for competitions takes into account the empirical duration distribution with 
large skewness and kurtosis.
Keywords: Johnson transformation; confidence interval; sample mean; estimation.

Анотація. На основі нормалізуючого перетворення Джонсона із сім'ї SU зроблено оцінювання довірчого ін-
тервалу вибіркового середнього часу виконання проектів підготовки жінок-боксерів високої кваліфікації до 
змагань. Виконано порівняння отриманої оцінки довірчого інтервалу з результатами непараметричного оці-
нювання.
Ключові слова: перетворення Джонсона; довірчий інтервал; вибіркове середнє; оцінювання.

Аннотация. На основе нормализирующего преобразования Джонсона из семейства SU осуществлено оцени-
вание доверительного интервала выборочного среднего времени выполнения проектов подготовки женщин-
боксеров высокой квалификации к соревнованиям. Выполнено сравнение полученной оценки доверительного 
интервала с результатами непараметрического оценивания.
Ключевые слова: преобразование Джонсона; доверительный интервал; выборочное среднее; оценивание.
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ

Існує проблема підготовки жінок-боксерів висо-
кої кваліфікації до змагань, яка насамперед пов'язана 
з необхідністю визначення часу для виводу спортс-
менів на пік форми перед важливими боями [3]. На 
сьогодні є лише загальні рекомендації наближених 
строків підготовки жінок-боксерів до змагань, а самі 
строки, як правило, є точковими оцінками [2, 3]. Крім 
того, не враховується те, що час підготовки є випад-
ковою величиною, а сама підготовка до змагань є пев-
ним проектом і потребує управління низкою ресурсів, 
зокрема часом. У свою чергу, для управління часом 
потрібно мати надійне оцінювання відповідних ха-
рактеристик часу як випадкової величини.

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ  
І ПУБЛІКАЦІЙ

Як відомо [4, 6, 10], значення точкових оцінок 
числових характеристик випадкових величин від-
різняються від значень відповідних характеристик.
Більш повним і надійним способом їх оцінювання є 
визначення інтервалу (а не одного значення), в якому 
із заданим ступенем достовірності буде знаходити-
ся значення характеристики, яка оцінюється. У цьо-
му випадку говорять про інтервальне, або довірче, 
оцінювання. Зокрема, це стосується вибіркового се-
реднього. Сьогодні оцінювання довірчого інтервалу 

вибіркового середнього добре розроблено для випад-
кових величин з нормальним розподілом. Навіть при 
непараметричному підході, як правило, інтервальне 
оцінювання виконується завдяки припущенню про 
нормальність відповідної оцінки [4]. Для негауссів-
ських випадкових величин визначення довірчого ін-
тервалу відомо або для окремих розподілів, зокрема 
для пуассонівського [1], або якщо вдається побуду-
вати аналітичний закон розподілу у вигляді густини 
імовірності Джонсона певної сім'ї [5]. У [5] запропо-
новано виконувати інтервальну оцінку статистичних 
моментів на основі застосування нормалізуючого 
перетворення Джонсона, яке дозволяє здійснювати 
перехід до випадкової величини з нормальним роз-
поділом. Суть запропонованого в [5] підходу полягає 
у наступному. Спочатку за значеннями оцінок аси-
метрії та ексцесу вибіркового розподілу випадкової 
величини підбирають сім'ю з розподілів Джонсона 
та знаходять відповідні параметри. Використовуючи 
перетворення Джонсона зі знайденими параметра-
ми, обчислюють значення нормально розподіленої 
випадкової величини, для якої знаходять довірчі ін-
тервали точкових оцінок статистичних моментів. За 
цими довірчими інтервалами на основі перетворення 
Джонсона визначають довірчі інтервали статистич-
них моментів для початкової випадкової величини. 
У [5] визначення параметрів перетворення Джонсона 
здійснюється за емпіричним розподілом випадкової 
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величини методом найменших квадратів. А це в свою 
чергу приведе до необхідності мати велику вибірку 
значень випадкової величини. Для малої вибірки та 
довільного нормалізуючого перетворення, зокрема 
Джонсона (Johnson), Бокса–Кокса (Box–Cox), Менлі 
(Manly) і Іео–Джонсона (Yeo–Johnson), в [6] запропо-
новано метод оцінювання довірчих інтервалів стати- 
стичних моментів негауссівських випадкових вели-
чин на основі нормалізуючих перетворень, який дає 
змогу знаходити відповідні інтервальні оцінки без за-
стосування припущення про нормальність розподілів 
цих величин та дозволяє враховувати суму залишко-
вих членів ряду нелінійної функції цього перетворен-
ня. У роботах [4–6, 8] показано працездатність зазна-
ченого методу для оцінювання довірчих інтервалів 
характеристик випадкових величин у різних галузях.

МЕТА РОБОТИ полягає у виборі нормалізуючо-
го перетворення для оцінювання довірчого інтервалу 
вибіркового середнього часу виконання проектів під-
готовки жінок-боксерів високої кваліфікації до зма-
гань.

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ

У загальному випадку перетворення Джонсона 
має вигляд [6]

( )
,;0

;;0;,,
∞<ϕ<∞−>λ

∞<γ<∞−>ηλϕη+γ= xhz          (1)

де z – нормально розподілена випадкова величина 
з математичним сподіванням «нуль» і дисперсією 
«одиниця»; x – випадкова величина з розподілом 
Джонсона; γ, η, φ, λ – параметри перетворення або 
розподілу Джонсона; h – функція з певної сім'ї:
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Оцінки параметрів для обраної сім'ї перетворення 
(1) можна знайти шляхом розв'язання наступної зада-
чі математичного програмування [5, 6]:
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У формулі (2) θ – вектор невідомих параметрів, 
θ = {γ, η, φ, λ}; xj – значення x в середині j-го підін-
тервалу; y(xj) – значення ординати гістограми для xj;  
f(xj, θ) – вираз функції густини імовірності Джонсона 
для xj; m – кількість підінтервалів гістограми.

Перетворення Бокса–Кокса задається як [6]
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Перетворення Менлі задається як

 















.0якщо,

;0якщо,1

x

e
xz

x

                  (4)

У перетворенні (3) параметр λ визначається шля-
хом максимізації логарифма функції правдоподібно-
сті [6]:
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Перетворення Іео–Джонсона задається як [6]
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У перетворенні (6) параметр λ визначається шля-
хом мінімізації відстані Кульбака–Леблера між нор-
мальним розподілом та розподілом, який перетворю-
ють [6].

Для кожного нормалізуючого перетворення, як 
правило, використовують свій метод визначення па-
раметрів цих перетворень. У роботі [6] запропоно-
вано у разі як малої, так і великої вибірок знаходити 
оцінки параметрів усіх перетворень (1), (3), (4) і (6) 
у результаті розв'язання наступної задачі:

  22

θ
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де θ = {γ, η, φ, λ} для перетворення (1) і θ = λ для пе-

ретворень (3), (4) і (6);  
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zi – i-ті значення величини z у вибірці довжиною n,  
i∈ [1, n], які обчислюються за перетвореннями (1), 
(3), (4) або (6).

Але для перетворення Джонсона (1) краще пред-
ставити вираз (7) як

( ) ( )
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У (8) враховано те, що в (1) z – це нормально роз-
поділена випадкова величина з нульовим математич-
ним сподіванням і одиничною дисперсією.

Оцінювання довірчого інтервалу вибіркового 
середнього часу виконання проектів підготовки жі-
нок-боксерів високої кваліфікації до змагань будемо 
виконувати за методом оцінювання довірчих інтер-
валів статистичних моментів негауссівських випад-
кових величин на основі нормалізуючих перетворень 
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[6, 7, 9]. Як емпіричні дані використаємо значення 
випадкової величини x – часу підготовки (у днях) до 
42 змагань з боксу серед жінок майстра спорту міжна-
родного класу Н. В. Князь, яка є членом Національної 
збірної України: 19, 23, 14, 11, 31, 14, 10, 8, 12, 10, 14, 
8, 17, 10, 11, 15, 12, 15, 11, 13, 13, 16, 16, 20, 37, 14, 
17, 14, 11, 21, 13, 8, 12, 17, 10, 15, 14, 6, 24, 16, 13, 14.

За вибіркою значень x були обчислені наступні 
оцінки: 738,14x ; 713,332 xS ; 23,7ˆ x ; 81,1ˆ xA  . 
Значення оцінок ексцесу та асиметрії вказують на те, 
що величина x є негауссівською. Виконаємо її норма-
лізацію. Результати нормалізації x за перетвореннями 
(1), (3), (4), (6) та оцінки імовірнісних характеристик 
z наведені в табл. 1.

Таблиця 1. Результати нормалізації x за перетвореннями (1), (3), (4), (6) та оцінки імовірнісних характеристик  
z та x

Перетворення Метод оцінювання параметрів / 
значення цільової функції z Sz zε̂ zÂ D [ ]x

(1) SU (8) / 1,95·10–11 –3·10–6 1,000 3,00 1,9·10–7 0,076 [3,37; l6,39]
(1) SB (8) / 0,693 –5·10–8 1,000 3,82 0,148 0,104 [13,23; 16,48]

(3) (5) / –65,63 1,81 0,157 3,69 –0,023 0,097 [13,23; 16,48]
(3) (7) / 0,477 1,85 0,166 3,69 0,0055 0,097 [13,23; 16,47]
(4) (7) / 0,0353 7,92 1,293 3,19 –0,029 0,082 [13,35; 16,32)
(6) (7) / 0,422 1,68 0,115 3,65 –0,0019 0,096 [13,24; 16,46]

У табл. 1 також наведені значення D для пере-
вірки гіпотези про нормальність розподілу z за кри-
терієм Колмогорова–Смірнова. Критичне значення  
Dкр = 0,205 бралося за таблицею верхніх 100α%-х то-
чок розподілу Колмогорова–Смірнова в залежності 
від α (α = 0,05) і n (n = 42). За критерієм Колмого-
рова–Смірнова нормальний закон розподілу з довір-
чою ймовірністю 0,95 мають ті вибірки z, для яких 
D ≤ Dкр. А це всі вибірки z. Але найменше значення 
D у вибірки z, що отримана завдяки нормалізуючо-
му перетворенню Джонсона із сім'ї SU. Крім того, на 
відміну від інших вибірок, для цієї вибірки значення 
оцінок асиметрії та ексцесу практично такі ж, як і для 
нормального розподілу.

За розв'язком задачі (8) значення параметрів 
γ, η, λ і φ для перетворення (1) із сім'ї SU є такими:  
γ = –1,1869, η = 1,3353, φ = 9,6184, λ = 3,8326, а для (1) 
із сім'ї SB – такими: γ = 15,0818, η = 2,4237, φ = 2,0301, 
λ = 5882,37. Параметр λ для (3) має такі значення:  
λ = –0,3001 за розв'язком задачі (5) і λ = –0,2796 за 
розв'язком задачі (7). Значення λ інших перетворень 
за розв'язком задачі (7) є такими: λ = –0,08818 для (4)  
і λ = –0,3844 для (6).

У табл. 1 також наведено довірчі інтервали вибір-
кового середнього [ ]x  з імовірністю 0,95, найменші 
з яких отримано у разі застосування перетворення 
Менлі та перетворення Джонсона із сім'ї SU. Якщо 
вважати, що x має нормальний розподіл, як це зазви-
чай робиться при непараметричному оцінюванні [4], 
то з імовірністю 0,95 маємо    55,16;93,12x  , тобто 

отримуємо збільшення довжини довірчого інтервалу 
в 1,2 разу в порівнянні з оцінкою на основі застосу-
вання перетворення Джонсона із сім'ї SU. Такий ре-
зультат можна пояснити значно більшим значенням 
ексцесу, що визначається за вибіркою x, у порівнянні 
з ексцесом для нормального розподілу. Потрібно за-
значити і те, що у разі припущення про нормальний 
розподіл для величини x, отримуємо довірчий інтер-
вал, який є симетричним відносно x . А це неправиль-
но, тому що маємо за вибіркою x велику асиметрію – 

18,1ˆ =xA . І навпаки, довірчий інтервал, отриманий за 
перетворенням Джонсона із сім'ї SU , є несиметрич-
ним відносно x .

Отже, для розглянутих даних найкращі результати 
дає нормалізуюче перетворення Джонсона (1) із сім'ї SU. 
Крім того, вибір цього перетворення обумовлений та-
кож тим, що воно, на відміну від інших, є бієктивним  
і дозволяє отримувати ізоморфні множини значень.

ВИСНОВКИ
Здійснено вибір нормалізуючого перетворення для 

оцінювання довірчого інтервалу вибіркового середньо-
го часу виконання проектів підготовки жінок-боксерів 
високої кваліфікації до змагань. Як таке обрано пе-
ретворення Джонсона із сім'ї SU. У подальшому пла-
нується уточнити отримані результати за рахунок за-
стосування нових емпіричних даних та використати 
їх при побудові негауссівських моделей тривалості 
тренувань для управління часом у проектах підготовки 
жінок-боксерів високої кваліфікації до змагань.
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