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DEVELOPMENT OF NONLINEAR REGRESSION OF THE DURATION  
OF THE PROJECTS OF PREPARING FEMALE BOXERS TO COMPETITIONS

ПОБУДОВА НЕЛІНІЙНОЇ РЕГРЕСІЇ ТРИВАЛОСТІ ВИКОНАННЯ ПРОЕКТІВ 
ПІДГОТОВКИ ЖІНОК-БОКСЕРІВ ДО ЗМАГАНЬ
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Abstract. The regression of the duration of the projects of preparing female boxers to competitions has been considered 
on the basis of the training duration. The aim of the study is the development of non-linear regression of the duration 
of the projects of preparing female boxers to competitions on the basis of the training duration and with the use of the 
Johnson transformation. The empirical data of the training duration and the empirical data of the duration of preparing 
female boxers to competitions were analyzed using mathematical and statistic methods. The regression was developed 
on the basis of the Johnson transformation with the use of the regression analysis methods. The confidence interval 
for the obtained nonlinear regression was derived. The approaches of the regression development on the basis of the 
Johnson transformation and on the basis of the logarithmic transformation were compared. The non-linear regression 
of the duration of the projects of preparing female boxers to competitions on the basis of the Johnson transformation 
has better characteristics than that on the basis of the logarithmic transformation. Therefore, the application of the 
regression on the basis of the Johnson transformation for estimation of the duration of the projects of preparing female 
boxers to competitions was recommended. At the current stage, there is urgency in carrying out the study which will 
enhance the effectiveness of training female boxers of high qualification to competitions, as it will enable improving 
boxers’ sportsmanship and their achieving better results in competitions.
Keywords: confidence interval; time management; Johnson transformation; nonlinear regression; logarithmic trans-
formation.

Анотація. Побудовано нелінійну регресію тривалості виконання проектів підготовки жінок-боксерів високої 
кваліфікації до змагань залежно від тривалості тренувань на основі нормалізуючого перетворення Джонсона 
сімей SB і SU. Знайдено довірчий інтервал для побудованої нелінійної регресії. Виконано порівняння побудо- 
ваної регресії з регресією на основі логарифмічного перетворення. Рекомендовано використання нелінійної 
регресії на основі перетворення Джонсона для оцінювання тривалості проектів підготовки жінок-боксерів до 
змагань.
Ключові слова: довірчий інтервал; управління часом; перетворення Джонсона; нелінійна регресія; логарифміч- 
не перетворення.

Аннотация. Построена нелинейная регрессия длительности проектов подготовки женщин-боксеров высокой 
квалификации к соревнованиям в зависимости от длительности тренировки на основе нормализирующего 
преобразования Джонсона семейств SB и SU. Найден доверительный интервал для построенной нелинейной 
регрессии. Выполнено сравнение построенной регрессии с регрессией на основе логарифмического 
преобразования. Рекомендовано использование нелинейной регрессии на основе преобразования Джонсона 
для оценивания длительности проектов подготовки женщин-боксеров к соревнованиям.
Ключевые слова: доверительный интервал; управление временем; преобразование Джонсона; нелинейная 
регрессия; логарифмическое преобразование.
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ

Під час підготовки жінок-боксерів високої ква-
ліфікації до змагань існує проблема визначення часу 
для виведення спортсменів на пік форми перед важ-
ливими боями [2]. На сьогодні не враховується, по-
перше, те, що підготовка до змагань є певним проектом 
і потребує управління низкою ресурсів, зокрема ча-
сом, а, по-друге, те, що час підготовки є випадковою 
величиною, яка залежить від ряду факторів, у тому чис-
лі й від тривалості тренувань. Подібних залежностей  
у вигляді математичних моделей на сьогодні не роз-
роблено, а існують лише загальні рекомендації набли-
жених термінів підготовки жінок-боксерів до змагань, 
а самі терміни, як правило, є точковими оцінками, що 
отримані експертним шляхом [3]. Експертні оцінки є 
досить суб’єктивними. Згідно з [9] замість експерт-
ного оцінювання тривалості проекту можна також 
застосувати параметричне оцінювання, наприклад, 

використовуючи регресії. Проте для оцінювання три-
валості підготовки жінок-боксерів до змагань немож-
ливо побудувати адекватну лінійну регресію, тому 
що, як показують дослідження, розподіл тривалості 
тренувань, або тривалості проектів підготовки жінок-
боксерів до змагань, не є нормальним [3]. Виникає 
проблема побудови нелінійної регресії й знаходжен-
ня довірчого інтервалу для значень даної регресії, 
оскільки це дозволить вдосконалити спортивну май-
стерність боксерів і досягти кращих результатів на 
змаганнях.

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ  
І ПУБЛІКАЦІЙ

На сьогодні для побудови нелінійної регресії 
використовують такі методи: простого перебору,  
лінеаризуючих і нормалізуючих перетворень. Ме-
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тод простого перебору вимагає задання різних видів  
рівняння регресії [1, 10] і вибору найбільш доцільно-
го наближення із заданих за певним критерієм [11], 
тому краще використовувати пере-творення [12, 14], 
в першу чергу, нормалізуючі. У ролі таких перетво-
рень переважно застосовують логарифмічні перетво-
рення, але вони не завжди дозволяють зробити задо-
вільну нормалізацію. З цієї причини краще вживати 
інші перетворення, наприклад, нормалізуюче пере-
творення Джонсона. У [6] для нормалізації тривалос-
ті проектів підготовки жінок-боксерів до змагань було 
обрано саме таке перетворення Джонсона, тому його 
можна використати для побудови нелінійної регре-
сії тривалості підготовки жінок-боксерів до змагань 
й знаходження довірчого інтервалу для значень цієї  
регресії.

МЕТА РОБОТИ полягає в побудові нелінійної 
регресії тривалості виконання проектів підготовки жі- 
нок-боксерів високої кваліфікації до змагань залежно 
від тривалості тренувань з використанням перетво-
рення Джонсона й побудови довірчого інтервалу для 
значень цієї регресії.

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ

Побудова нелінійної регресії тривалості проектів 
підготовки жінок-боксерів високої кваліфікації до 
змагань залежно від тривалості тренувань виконуєть-
ся в три етапи, як це було зроблено в [8]. Спочатку 
емпіричні дані нормалізуються шляхом нормалізу-
ючого перетворення; далі за нормалізованими дани-
ми будується лінійна регресія; на останньому етапі 
з лінійної моделі через застосування обраного нор-
малізуючого перетворення отримується нелінійна  
регресія.

Для побудови регресії використано емпіричні 
дані тривалості тренувань й емпіричні дані трива-
лості підготовки до 35 змагань з боксу серед жінок 

майстра спорту міжнародного класу Н. В. Князь, яка 
є членом національної збірної України. Значення ви-
падкової величини х — тривалості тренувань (у хви-
линах) такі: 558, 572, 580, 606, 629, 667, 687, 701, 710, 
726, 797, 827, 837, 920, 960, 972, 1029, 1104, 1127, 
1130, 1139, 1158, 1175, 1212, 1229, 1233, 1305, 1362, 
1421, 1495, 1517, 1551, 1600, 1790, 1958. Відповідні 
їм значення випадкової величини у — тривалості під-
готовки до змагань (у днях) були такими: 6, 8, 6, 10, 
8, 11, 11, 8, 8, 14, 10, 11, 10, 16, 15, 13, 12, 21,15, 14, 
14, 12, 13, 16, 14, 16, 14, 20, 13, 14, 14, 15, 13, 24, 17. 
За наведеними значеннями x обчислено такі оцінки: 
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yÂ   
2
крχ   
2
крχ  

( )
( )
( )

ln , для сім'ї ;
ln 1 , для сім'ї ;

Arsh , для сім'ї ,

L

B

U

x x S
h x x x S

x x S

⎧ > ϕ
⎪

= − ϕ < < ϕ+ λ⎡ ⎤⎨ ⎣ ⎦
⎪ −∞ ≤ ≤ +∞⎩

 

( ) ;x x= −ϕ λ  ( ) ( )2Arsh ln 1 .x x x= + +  

( ) ( ){ }222 2 2ˆ arg min 3 1z z zA z S
θ

θ = + ε − + + −  

( )33
1

1 ;
n

z i
z i

A z z
nS

=

= −∑  

( )44
1

1 ;
n

z i
z i

z z
nS

=

ε = −∑  

1

1 ;
n

i
i

z z
n

=

= ∑  

( )22

1

1 ;
n

z i
i

S z z
n

=

= −∑  

xz   
ˆ z yε   

zxÂ   
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 = 0,51. Значення оці-
нок ексцесу й асиметрії вказують на те, що величи- 
ни x і у є негаусівськими.

Отримане значення критерію Пірсона під час  
перевірки гіпотези про нормальність закону розподі-
лу випадкової величини x складає x2 = 9,52 (критичне 
значення 
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xÂ   
y   
yε̂   
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 = 5,99; v = 5-2-1 = 2; a = 0,05). Гістогра-
му випадкової величини x та її теоретичний розподіл  
у вигляді щільності ймовірності наведено на рис. 1.

Для випадкової величини y значення критерію 
Пірсона складає x2 = 3,18 (критичне значення 
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 = 
= 5,99; v = 5 – 2 – 1 = 2; a = 0,05). Гістограму випадко-
вої величини y та її теоретичний розподіл у вигляді 
щільності ймовірності позначено на рис. 2.

Для нормалізації використаємо перетворення 
Джонсона, яке в загальному випадку має вигляд [7]:

z = γ + ηh (x, φ, λ); η > 0; –∞ < γ < ∞; 
λ > 0; –∞ < φ < ∞,                           (1)

де z — нормально розподілена випадкова величина  
з математичним сподіванням нуль і дисперсією оди-
ниця; x — випадкова величина з розподілом Джонсо-
на; γ, η, φ, λ — параметри перетворення або розподі-
лу Джонсона; h — функція з певної сім’ї:
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Рис. 1. Розподіл випадкової величини x — тривалості тренувань в проектах підготовки жінок-боксерів до змагань: 
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 — емпіричний розподіл нормалізованої величини; 
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 — нормальний розподіл
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Рис. 2. Розподіл випадкової величини y тривалості підготовки до змагань:
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 — емпіричний розподіл нормалізованої величини; 
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Сім’я розподілу Джонсона обирається за значен-
нями асиметрії й ексцесу [13, 5]. Оцінки параметрів 
для обраної сім’ї перетворення (1) можна знайти 
шляхом розв’язання такої задачі математичного прог-
рамування [7]:
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,       (2)

де θ = {γ, η, φ, λ};
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zi–i  — значення  величини  zу  вибірки довжиною n, 
i ∈ [1, n].

За значеннями асиметрії й ексцесу для нормалі-
зації випадкової величини x вибрано перетворення 
Джонсона (1) сім’ї SB, а згідно з [6] для нормалізації 
випадкової величини у — перетворення Джонсона (1) 
сім’ї SU. За розв’язанням задачі (2) знайдено парамет-
ри Джонсона (1) γ, η, λ і φ для нормалізації випадко-
вих величин х і у. Значення параметрів перетворення 
Джонсона (1) із сім’ї SB для нормалізації величини х  
є такими: γх = 0,59; ηх = 0,71; φх = 517,04; λх = 1546,29. 
Значення параметрів перетворення Джонсона (1) із 
сім’ї SU для нормалізації величини у складають: γу = 
= –0,96; ηу = 2,50; φу = 9,42; λу = 8,54. Було отримано 
нормалізовані випадкові величини zх і zу. Статистич-
ні характеристики величин zх дорівнювали: 
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zxÂ   
yz   

ˆ z yε   
ˆ
z yA   
2
крχ   
2
крχ   

1 22
;x y x y

x x

z z z z
b

z z

− ⋅
=

−
 0 1 ,y xb z b z= − ⋅   

1

1 ;
n

x xi
i

z z
n

=

= ∑  

1

1 ;
n

y yi
i

z z
n

=

= ∑  

1

1 .
n

x y xi yi
i

z z z z
n

=

= ∑  

 = 0; та zу: 

x   
xε̂   
xÂ   
y   
yε̂   
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 = 5,99; v = 5 – 2 – 1 = 2; a = 0,05). Гістограму отри-
маної випадкової величини zx та її теоретичний роз-
поділ у вигляді щільності ймовірності наведено на 
рис. 3.

 
 
 –  
 – 

 

 
 

 
 Рис. 3. Розподіл значень випадкової величини zx  – нормалізованих за перетворенням Джонсона:
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Для випадкової величини zy значення критерію 
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zxÂ   
yz   

ˆ z yε   
ˆ
z yA   
2
крχ   
2
крχ   

1 22
;x y x y

x x

z z z z
b

z z

− ⋅
=

−
 0 1 ,y xb z b z= − ⋅   

1

1 ;
n

x xi
i

z z
n

=

= ∑  

1

1 ;
n

y yi
i

z z
n

=

= ∑  

1

1 .
n

x y xi yi
i

z z z z
n

=

= ∑  

 =  
5,99; v = 5 – 2 – 1 = 2; a = 0,05). Гістограму отриманої 
випадкової величини zy та її теоретичний розподіл 
у вигляді щільності ймовірності наведено на рис. 4.

Оскільки розподіл величин zx і zy є нормальним, 
то це дозволяє побудувати лінійну регресію для нор-
малізованих значень:

zy = b0 + b1zx,                            (3)
де b0 і b1 — коефіцієнти лінійної регресії.

Значення коефіцієнтів b0 і b1 лінійної регресії (3) 
знаходяться за методом найменших квадратів:
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xÂ   
y   
yε̂   
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zxÂ   
yz   

ˆ z yε   
ˆ
z yA   
2
крχ   
2
крχ   

1 22
;x y x y

x x

z z z z
b

z z

− ⋅
=

−
 0 1 ,y xb z b z= − ⋅   

1

1 ;
n

x xi
i

z z
n

=

= ∑  

1

1 ;
n

y yi
i

z z
n

=

= ∑  

1

1 .
n

x y xi yi
i

z z z z
n

=

= ∑  

 

x   
xε̂   
xÂ   
y   
yε̂   

yÂ   
2
крχ   
2
крχ  

( )
( )
( )

ln , для сім'ї ;
ln 1 , для сім'ї ;

Arsh , для сім'ї ,

L

B

U

x x S
h x x x S

x x S

⎧ > ϕ
⎪

= − ϕ < < ϕ+ λ⎡ ⎤⎨ ⎣ ⎦
⎪ −∞ ≤ ≤ +∞⎩

 

( ) ;x x= −ϕ λ  ( ) ( )2Arsh ln 1 .x x x= + +  

( ) ( ){ }222 2 2ˆ arg min 3 1z z zA z S
θ

θ = + ε − + + −  

( )33
1

1 ;
n

z i
z i

A z z
nS

=

= −∑  

( )44
1

1 ;
n

z i
z i

z z
nS

=

ε = −∑  

1

1 ;
n

i
i

z z
n

=

= ∑  

( )22

1

1 ;
n

z i
i

S z z
n

=

= −∑  

xz   
ˆ z yε   

zxÂ   
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Довірчий інтервал для значень лінійної регресії 
(4) задається як [4]:
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де n — це кількість емпіричних даних;
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 — значення t-розподілу Стюдента з n – 2 сту-
пенями свободи.

Отримані за (4) значення коефіцієнтів лінійної 
регресії становлять: b0 = 0 і b1 = 0,79. Лінійну регре-
сію (3) та її довірчий інтервал (5) з отриманими зна-
ченнями коефіцієнтів показано на рис. 5.
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то нелінійна негаусівська регресія тривалості проек-
тів підготовки жінок-боксерів до змагань залежно від 
тривалості тренувань може бути представлена як:
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Рис. 4. Розподіл значень випадкової величини zy –нормалізованих за перетворенням Джонсона:

 
 
 –  
 – 

 

 
 

 
 

 — емпіричний розподіл нормалізованої величини; 

 
 
 –  
 – 

 

 
 

 
 

 — нормальний розподіл

Рис. 5. Лінійна регресія та довірчий інтервал для нормалізованих значень тривалості проектів підготовки жінок-боксерів 
до змагань залежно від нормалізованих значень тривалості тренувань:
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 — емпіричні дані; 
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 — лінійна регресія на основі перетворення Джонсона; 
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 — верхня та нижня границі 
довірчого інтервалу лінійної регресії на основі перетворення Джонсона
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Враховуючи (5), довірчий інтервал 
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 для зна-
чень нелінійної негаусівської регресії (6) задається як:
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 приймається як (5).

Для побудови регресії на основі логарифмічного 
перетворення виконано нормалізацію величини х і y 
з використанням цього перетворення.

Для випадкової величини zx значення крите-
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zxÂ   
yz   

ˆ z yε   
ˆ
z yA   
2
крχ   
2
крχ   

1 22
;x y x y

x x

z z z z
b

z z

− ⋅
=

−
 0 1 ,y xb z b z= − ⋅   

1

1 ;
n

x xi
i

z z
n

=

= ∑  

1

1 ;
n

y yi
i

z z
n

=

= ∑  

1

1 .
n

x y xi yi
i

z z z z
n

=

= ∑  

 = 5,99; v = 5 – 2 – 1 = 2; a = 0,05). Гістограму випад-
кової величини zx, отриманої шляхом логарифмічного 
перетворення, та її теоретичний розподіл у вигляді 
щільності ймовірності наведено на рис. 6.

Для випадкової величини zy, отриманої з вико-
ристанням логарифмічного перетворення, значення 
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 = 5,99; v = 5 – 2 – 1 = 2; a = 0,05). Гістограму 
випадкової величини zy, отриманої за допомогою ло-
гарифмічного перетворення, та її теоретичний роз-
поділ у вигляді щільності ймовірності наведено на  
рис. 7.

Якщо виконувати нормалізацію за логарифміч-
ним перетворенням (тобто zx = log10x, zy = log10y;), 
то, враховуючи (3), нелінійна негаусівська регресія 
тривалості проектів підготовки жінок-боксерів до 
змагань залежно від тривалості тренувань може бути 
представлена як:
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                           (8)
де b0 і b1 — коефіцієнти лінійної регресії (3) для нор-
малізованих значень за логарифмічним перетворен-
ням, b0 = –1,23 і b1 = 0,77.

Побудовану нелінійну негаусівську регресію три- 
валості проектів підготовки жінок-боксерів до зма-
гань залежно від тривалості тренувань на основі пере-
творення Джонсона й логарифмічного перетворення, 

Рис. 6. Розподіл значень випадкової величини zx – нормалізованих за логарифмічним перетворенням:
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Рис. 7. Розподіл значень випадкової величини zy – нормалізованих за логарифмічним перетворенням:
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а також довірчий інтервал регресії на основі перетво-
рення Джонсона показано на рис. 8.

Регресії на основі перетворення Джонсона й на 
основі логарифмічного перетворення практично збі-
гаються, тому для вибору більш доцільної регресії по-
трібно використати метод математичної статистики.

Для того щоб порівнювати нелінійні регресії, 
можна застосовувати такий критерій, як сума квадра-
тів відхилень між тривалістю, прогнозованою за ре-
гресією й емпіричними даними:
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                     (9)

де n — це кількість емпіричних даних; yi — фактичне 
значення випадкової величини y; 
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 — прогнозова-
не значення випадкової величини y.

Доцільною є та регресія, для якої значення SSE 
є меншим.

Також для порівняння регресій можна використо-
вувати значення коефіцієнта детермінації R2:
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де n — це кількість емпіричних даних; yi — фактичне 
значення випадкової величини y; 
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 — прогнозо-
ване значення випадкової величини y; 
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 — середнє 

значення випадкової величини y, 
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Доцільною є та регресія, для якої значення R2 
є більшим.

Значення (9) і (10) для отриманих нелінійних не-
гаусівських регресій на основі логарифмічного пере-
творення (8) і перетворення Джонсона (9) були такі: 
сума квадратів відхилень між тривалістю, прогнозо-
ваною за регресією та емпіричними даними (8) стано-
вилаа SSE = 235,72 для моделі (6) і SSE = 245,59 для 
регресії (8); коефіцієнт детермінації (10) був R2 = 0,56 
для регресії (7) і R2 = 0,54 для регресії (8).

ВИСНОВКИ

У роботі обрано перетворення Джонсона сім’ї SB 
для нормалізації емпіричних даних тривалості трену-
вань і перетворення Джонсона сім’ї SU для нормалі-
зації емпіричних даних тривалості підготовки жінок-
боксерів до змагань, знайдено параметри цих пере-
творень. Виконано нормалізацію емпіричних даних 
за обраним перетворенням Джонсона з отриманими 
параметрами. За нормалізованими даними побудова-
но лінійну регресію. За лінійною регресією побудова-
но нелінійну регресію тривалості проектів підготовки 
жінок-боксерів високої кваліфікації до змагань залеж-
но від їх тривалості тренувань з використанням пере-
творення Джонсона. Побудована регресія на осно- 
ві перетворення Джонсона (5) більш доцільна за ре-
гресію на основі логарифмічного перетворення (6) як 
за коефіцієнтом детермінації, так і за сумою квадратів 
відхилень. Отже, оцінюючи тривалість проектів під-
готовки жінок-боксерів високої кваліфікації до зма-
гань, краще використовувати нелінійну регресію, по-
будовану за перетворенням Джонсона. Знайдено до-
вірчий інтервал для побудованої нелінійної регресії. 
У подальшому планується побудова рівнянь регресій 
та їх довірчих інтервалів з урахуванням нових даних.

Рис. 8. Нелінійна негаусівська регресія і довірчий інтервал тривалості підготовки жінок-боксерів до змагань залежно від 
тривалості тренувань:
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перетворення Джонсона
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