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Abstract. Applicability of existing analytical models of thermal conductivity in a body under action of internal heat 
sources for problems of microwave heating is analysed. The analysis of approaches to modelling of microwave field 
interaction with the material showed that the correct mathematical model of thermal conductivity for the field of re-
search, can be obtained based on the models of A. V. Lykov, which are based on the heat conduction equation with 
internal sources of heat, which can be both positive and negative. Mаthematical model describing temperature field of 
a half-limited massive under microwave heating has been investigated.
Keywords: internal heat sources; mathematical model; heating; drying; temperature field; penetration depth.

Аннотация. Анализируется возможность применения существующих аналитических моделей теплопровод-
ности в теле при действии внутренних источников теплоты к решению задач нагрева в микроволновом поле. 
Исследована математическая модель, описывающая температурное поле полуограниченного массива в усло-
виях микроволнового нагрева.
Ключевые слова: внутренние источники теплоты; математическая модель; сушка; температурное поле.

Анотація. Аналізується можливість застосування існуючих аналітичних моделей теплопровідності в тілі при 
дії внутрішніх джерел теплоти до рішення завдань нагрівання в мікрохвильовому полі. Досліджено матема-
тичну модель, що описує температурне поле напівобмеженого масиву в умовах мікрохвильового нагрівання.
Ключові слова: внутрішні джерела теплоти; математична модель; сушіння; температурне поле. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ 
Метод нагрева материалов в микроволновом 

электромагнитном поле зарекомендовал себя как 
высокоэффективный в отношении скорости, энерго-
затрат и качества конечной продукции в процессах 
нагрева и сушки. Дальнейшее изучение процесса 
микроволнового нагрева целесообразно дополнить 
аналитическими исследованиями, среди которых 
наиболее важны данные по температуре материала, 
являющиеся базовыми для оценки эффективности 
действия микроволнового поля и влияния входных 
характеристик на технологический процесс. Состав-
ление математических моделей, адекватно отража-
ющих физическую сущность протекающих явлений 
под действием микроволнового поля, сопряжено 
с определенными трудностями, связанными с много-
факторностью взаимодействия электромагнитного 
поля с полярными диэлектриками и необходимостью 
при переходе к тепловой схеме исключения вторич-
ных элементов. 

АНАЛИЗ ПОСЛЕДНИХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ И ПУБЛИКАЦИЙ

При проектировании микроволновых сушилок 
важно располагать данными о характере изменения 
температуры и влагосодержания материала в про-
цессе сушки в зависимости от времени и толщины 
слоя. Существующие решения уравнений тепловла-
гопереноса [9, 10, 12, 13], описывающих микровол-
новую сушку дисперсных материалов, громоздки 
и  сложны для практического применения и содер-
жат коэффициенты, определение которых весьма за-
труднительно. Исследованию факторов, влияющих 
на эффективность взаимодействия МВ поля с диэ-
лектрической средой, посвящена работа [14]. В ней 
предложена математическая модель, описывающая 

распространение электромагнитных волн в грану-
лированном диэлектрическом слое, характеристи-
ки которого изменяются в результате протекающих 
в нем электродинамических и тепло- и массообмен-
ных процессов. Она включает уравнение распростра-
нения электромагнитного поля в диэлектрической 
среде и уравнения тепло- и массообмена с гранич-
ными и начальными условиями. Выполненные в ра-
ботах  [1, 7, 8] исследования опираются на матема-
тические модели тепло- и массообмена, созданные 
ранее для анализа закономерностей конвективного 
теплового обезвоживания. В частности, в работах 
А. В. Лыкова [8] были выведены системы уравнений 
тепло- и массообмена в подвергаемых тепловому воз-
действию объектах, которые впоследствии [11] были 
дополнены уравнениями распространения электро-
магнитных волн в диэлектрических средах. Анали-
тическое решение задач теплопроводности в  теле 
в условиях действия двух источников теплоты (поло-
жительный, обусловленный преобразованием энер-
гии электромагнитного поля в тепловую, и отрица-
тельный, определяемый испарением) получено для 
полуограниченного массива при граничных условиях 
первого и третьего рода [2 – 6].

ЦЕЛЬ СТАТЬИ — получение корректной мате-
матической модели нагрева диэлектрического мате-
риала в микроволновом поле, в основе которой лежит 
уравнение теплопроводности с учетом внутренних 
источников теплоты, которые могут быть как поло-
жительными, так и отрицательными. 

ИЗЛОЖЕНИЕ ОСНОВНОГО МАТЕРИАЛА
Объемный характер нагрева материала в микро-

волновом поле позволяет рассматривать материал 
как среду, в которой действуют внутренние положи-
тельные источники теплоты. 
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Принята однокомпонентная модель, согласно 
которой слой рассматривается как квазигомогенная 
среда с эффективными характеристиками. Матема-
тическая формулировка задачи теплопроводности 
в дифференциальной форме представляется следую-
щим образом:
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где t — температура материала, x — текущая коор-
дината, τ — время, tпов — температура поверхности 
материала. Принималось, что локальное (на глуби-
не х) значение удельной мощности положительного 
источника qv1 определялось удельной мощностью 
положительного источника на поверхности qv10 и ко-
эффициентом ослабления γ: qv1 = qv10 ⋅ γ, а изменение 
удельной мощности отрицательного источника учи-
тывалось введением коэффициента β: qv2 = qv20 ⋅ β.

Материал рассматривался в виде полуограничен-
ного массива, находящегося при температуре t0. В на-
чальный момент времени температура поверхности 
принимает температуру tпов, которая остается посто-
янной на протяжении всего процесса. Решение диф-
ференциального уравнения (1) для заданной формы 
позволило получить зависимости для расчета локаль-
ных температур полуограниченного массива. Для 
периода нагрева материала в микроволновом поле  
(qv2 = 0) зависимость имеет следующий вид: 7 
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При испарении влаги (период постоянной скорости сушки) получено 

следующее решение: 
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где a, λ, c, ρ — соответственно коэффициенты 

температуропроводности, теплопроводности, удельная теплоемкость и 

плотность слоя материала.  

Полученное решение дифференциального уравнения с принятыми 

условиями однозначности позволяет рассчитать локальную температуру 

тела как для условий исключительно нагрева в микроволновом поле, так и 

при удалении влаги в процессе микроволновой сушки. Следует отметить, 

что решения, приведенные в [8], справедливы для условия, когда 

температура окружающей среды (при граничном условии III рода) или 

температура поверхности (при граничном условии I рода) больше 

температуры материала: tc > t0. Предварительно проведенный переход к 

безразмерным избыточным температурам путем замены переменной с 

целью приведения к форме, соответствующей задаче охлаждения при 

условии tc < t0, не привел к получению данных, адекватно отражающих 

процесс нагрева от действия внутренних источников, при котором 

температура окружающей среды не превышает температуру материала. 

 (5)

При испарении влаги (период постоянной скоро-
сти сушки) получено следующее решение:
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где a, λ, c, ρ — соответственно коэффициенты тем-
пературопроводности, теплопроводности, удельная 
теплоемкость и плотность слоя материала. 

Полученное решение дифференциального урав-
нения с принятыми условиями однозначности позво-
ляет рассчитать локальную температуру тела как для 
условий исключительно нагрева в микроволновом 
поле, так и при удалении влаги в процессе микро-
волновой сушки. Следует отметить, что решения, 
приведенные в [8], справедливы для условия, ког-
да температура окружающей среды (при гранич-
ном условии III рода) или температура поверхности 
(при граничном условии I рода) больше температу-
ры материала: tc > t0. Предварительно проведенный  
переход к безразмерным избыточным температурам 
путем замены переменной с целью приведения к фор-
ме, соответствующей задаче охлаждения при условии 
tc < t0, не привел к получению данных, адекватно от-
ражающих процесс нагрева от действия внутренних 
источников, при котором температура окружающей 
среды не превышает температуру материала. Имен-
но такие условия реализуются при нагреве материала 
в микроволновом поле. 

На рис. 1 приведены кривые, полученные по ре-
зультатам расчетов температуры с помощью зави-
симости (5) при qv20 = 0 (период прогрева). Матери-
ал — зерно пшеницы и вода. Исходные данные для 
расчета следующие: начальные температуры материала 
и среды равны: tc = t0 = 20 °С, коэффициент поглоще-
ния воды γв = 125 м–1, коэффициент поглощения зерна 
γз = 30 м–1.

Расчет для воды и зерна при одинаковых значе-
ниях удельной мощности внутренних источников 
теплоты ( 1)Aη ≡ =  показал, что температурные кри-
вые для воды располагаются ниже кривых для зерна. 
Это объясняется тем, что для получения удельной 
мощности в зерне такого же значения, как и в воде, 

Рис. 1. Изменение температуры материала в зависимости 
от удельной мощности внутренних источников и вида ма-
териала:
■ — зерно, η = А, τ = 60 c; □ — зерно, η = А, τ = 360 c; ● — 
вода, η = А, τ = 60 c; ○ — вода, η = А, τ = 360 c; ♦ — зерно, 
η = В, τ = 60 c; ◊ — зерно, η = В, τ = 360 c
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требуется более мощный источник микроволновой 
энергии, т.к. вследствие значительного расхождения 
значений коэффициента потерь количество энергии, 
преобразованной в тепловую, будет существенно от-
личаться. Так, для воды при 20 °С ε′′ = 82, для зерна 
ориентировочно ε′′ = 2,6. Для корректного сопостав-
ления температур для воды и зерна следует учитывать 
значение диэлектрических характеристик материала. 
С этой целью целесообразно использовать данные по 
КПД микроволновой камеры η. Экспериментальные 
зависимости, полученные для определения КПД ка-
меры при ее загрузке зерном, приведены в [3]. 

Расчет температур зерна, проведенный при 
0, 47Bη ≡ =  (что учитывало изменение удельной 

мощности внутренних источников при выходной 
мощности, соответствующей условиям нагрева воды 
в микроволновом поле), привел к верному распреде-
лению температурных кривых. В этом случае темпе-
ратура зерна ниже, чем температура воды, и их значе-
ния коррелируются с экспериментальными. Для всех 
вариантов расчета увеличение экспозиции в МВ поле 
приводит к увеличению температуры.

На рис. 2 приведены результаты расчета темпера-
туры материала в зависимости от координаты, отсчи-
тываемой от поверхности массива, выполненные по 
зависимости (6). Материал — вода и зерно пшеницы, 
начальная температура равна начальной температуре 
материала: tc =  t0 = 20 °С. Линии 1, 2 получены для 
τ = 60 с, линии 3, 4 — для τ = 360 с, линии 5, 6 — для 
τ = 600 с. 

Вследствие низких значений диэлектрических 
характеристик относительно характеристик воды 
скорость нагрева воды выше. На начальном этапе на-
грева из-за большого коэффициента поглощения тем-
пература изменяется не на всех координатных точках, 
а на определенном расстоянии от начала координат, 

за пределами которого температура остается посто-
янной. При увеличении экспозиции изменение тем-
пературного поля охватывает последующие слои, что 
связано с переносом теплоты теплопроводностью.

ВЫВОДЫ. Разработанная математическая мо-
дель теплопроводности в полуограниченном масси-
ве, учитывающая действие двух источников теплоты: 
положительного, который может быть связан с дей-
ствием микроволнового поля на материал, и отрица-
тельного, связанного со стоком теплоты, к примеру, 
вследствие испарения, позволяет получать удовлет-
ворительные данные при различном соотношении 
начальних температур среды и материала, а также 
при условии tc = t0. Расчет изменения температуры по 
глубине массива по предлагаемой математической 
модели показал соответствие аналитической модели 
реальному физическому процессу, что доказывает 
возможность описания нагрева материалов в микро-
волновом поле точными аналитическими методами.
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Рис. 2. Температура массива в зависимости от координаты 
при различной экспозиции в МВ поле:
1, 3, 5 — зерно; 2, 4, 6 — вода
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