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Abstract. Developers of modern MTS and UTS face a number of similar problems during their creation. The study of 
the issues of dynamics of underwater MTS and vehicles, the force impact of the medium and the carrier vessel (CV), 
as well as the issues of control and stability of the movement are paramount and largely determine the possibility of 
their normal operation. The most significant feature of dynamics of the UTS is the necessity to account for the effect 
of the FC as a system with distributed parameters, also interacting with the flow of liquid. The aim of the study is to 
improve the design of the MTS with FC based on the enhancement of existing methods of the MTS design by develop-
ing computer models of dynamics of the FC within the MTS, taking into account their operational characteristics and 
allowing designing the MTS with appropriate properties and parameters more correctly and efficiently, as well as de-
veloping recommendations for predicting possible operational loads of such devices. There are obtained the equations 
of dynamics of the flexible connection (FC) element of the marine tethered system (MTS), which enable describing 
its substantial movements in the absolute coordinate system.
Keywords: flexible connection (FC); marine tethered system (MTS); FC element; dynamics of the FC element.

Аннотация. Получены уравнения динамики элемента гибкой связи морской привязной системы, позволяю-
щие описывать его значительные перемещения в абсолютной системе координат.
Ключевые слова: гибкая связь; морская привязная система; элемент гибкой связи; динамика элемента гибкой 
связи.

Анотація. Отримано рівняння динаміки елемента гнучкого зв’язку морської прив’язної системи, що дозволяє 
описувати його великі переміщення в абсолютній системі координат.
Ключові слова: гнучкий зв’язок; морська прив’язна система; елемент гнучкого зв’язку; динаміка елемента 
гнучкого зв’язку.
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Постановка проблемы
В связи с увеличением рабочих глубин и расши-

рением сфер использования морской привязной сис-
темы (МПС) [18] возникает необходимость совершен-
ствования теории и методов проектирования гибких 
связей (ГС) МПС, уточнения существующих методик 
расчётов. Это обусловлено тем, что данные мето-
ды расчёта и проектирования либо являются упро-
щёнными и не учитывают действительные нагрузки 
и характер нагружения ГС МПС либо довольно слож-
ные и громоздкие для конструкторов-проектантов 
и требуют значительных затрат времени для их  
выполнения. 

Многие исследователи отмечают, что аналити-
ческие методы сегодня недостаточно алгоритмичны. 
Наиболее перспективным при этом считается при-
менение численных методов [19]. ГС, находящаяся 
в  воде и являющаяся пространственным криволи-
нейным объектом, до приложения нагрузки сохра-
няет свою форму до тех пор, пока на него не начнут 
воздействовать какие-либо силы. При функциони-
ровании МПС примером таких воздействий могут 
служить усилия на ГС судов-буксировщиков, тече-
ний, подводные аппараты (ПА), аварийные режи-
мы работы [20]. Следует учитывать механические 
нагрузки на ГС, которые возникают из-за влияния 
ветра, волнения моря, морских течений и маневров  
плавсредств. 

Анализ последних  
исследований и публикаций

В настоящее время уже достаточно публикаций, 
в которых теория гибкой нити излагается с различных 
точек зрения, полнотой и строгостью. Некоторые из 
них представляют монографии, посвященные узкой  
проблеме, часть работ охватывает очень широкий 
круг вопросов, главным образом, теоретического ха-
рактера. Д. Р. Меркин отмечал, что содержится свыше 
200 различных библиографических ссылок, где в той 
или иной форме дано изложение истории развития 
механики гибкой нити. В настоящее время таких ис-
точников, наверное, уже свыше нескольких тысяч.

В учебном пособии В. И. Егорова рассмотрены 
модели гибких нитей в обобщённых потенциальных 
полях, асимптотический метод исследования про-
странственных конфигураций гибких нитей в пото-
ках, нелинейная модель динамики нитей в потоках, 
дискретная модель нити [17].

В работе [14] из всего разнообразия режимов дви-
жения и способов связи движущихся тел с помощью 
нити проанализирована задача о буксировании тяжё-
лого тела. Математическая модель нити описывается 
сложной системой интегро-дифференциальных урав-
нений с частными производными. Предложенный 
способ позволяет приближённо найти любую пере-
даточную функцию гибкой нерастяжимой нити при 

пространственном обтекании потоком с требуемой 
для практики точностью.

В. И. Королев обратил свое внимание на движение 
системы, состоящей из двух тел, соединённых гибкой 
нитью в стационарном потоке жидкости, когда в за-
висимости от глубины скорость потока изменяется 
по величине и направлению, а также привел пример 
задачи определения конфигурации натяжения нити. 
Гибкая нить заменена рядом жёстких элементов, со-
единённых шарнирами, позволяющими всей системе 
деформироваться (без трения) в двух взаимно пер-
пендикулярных плоскостях. Исследовано равновесие 
одного элемента в стационарном потоке. Задача реше-
на на ЭВМ: на печать выдаются координаты узловых 
точек (шарниров), дающие представление о  форме 
нити в пространстве, и компоненты натяжения (или 
полное натяжение) в этих точках [10, 11].

В [7] описаны равновесие троса при движении 
в воде; гидродинамические силы, действующие на 
элементарный отрезок троса, обтекаемый потоком 
жидкости; пространственная задача о равновесии тя-
жёлого троса при движении в воде; задача о равно-
весии невесомого троса с учётом только нормальной 
составляющей полной гидродинамической силы; 
плоская задача о равновесии троса.

Изучению систем координат для ГС, модели ди-
намики ГС (уравнений динамики ГС и гидродинами-
ческих нагрузок в них), равновесию ГС при устано-
вившемся движении приводных подводных систем 
(ППС), линейной и нелинейной задачам динамики 
ППС, задаче гидроупругости ППС (определения рав-
новесия ГС с учётом жёсткости на изгиб), движению 
двухзвенной ППС посвящена работа [15].

М. А. Лаврентьев рассматривает математические 
модели жидкой среды, основной математический  
аппарат, конформные и квазиконформные отображе-
ния, плоские и пространственные задачи, простран-
ственные задачи о струях, неустановившиеся движе-
ния, вихри и взрывы [12].

В. С. Блинцов анализировал проблемы, связанные 
с определением проектных характеристик систем 
с  оценкой функциональных возможностей самоход-
ных подводных аппаратов (СПА) (задачи о позицио-
нировании СПА на течении и рывке кабель-троса ПА 
[2].

В коллективной монографии [5] разработаны ма-
тематические модели и методы расчётов параметров 
поведения в потоке устройств для буксировки аппара-
туры при движении с постоянной скоростью, опреде-
лены параметры неустойчивых режимов буксировки, 
расчёты параметров колебаний буксируемых систем 
(БС) на волнении. 

Как видим, существует обширная литература, 
в которой изучено поведение ГС в различных средах, 
областях деятельности. Современная вычислитель-
ная техника дает возможность развития и реализации 
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ряда численных методов решения теоретических за-
дач гидромеханики и математического моделиро-
вания, позволяющих глубоко исследовать вопросы 
их движения и динамики «всухую» с привлечением 
минимального объема экспериментальных данных 
[15]. К настоящему времени многие задачи гидро-
динамики, возникающие в процессе создания раз-
нообразных ППС, нашли свое законченное решение  
[1–5, 8, 9].

ЦЕЛЬЮ СТАТЬИ является получение урав-
нений динамики элемента ГС МПС, которые могут 
описывать его перемещения в абсолютной системе 
координат.

Изложение основного материала
Для реализации поставленной цели предполага-

ется: 
– усовершенствовать проектирование ГС МПС, 

основывающееся на улучшении существую-
щих методов путём создания компьютерных 
моделей динамики ГС с учётом их эксплуата-
ционных характеристик и позволяющих бо-
лее правильно и рационально создавать новые  
ГС для МПС с необходимыми свойствами и парамет-
рами;

– предложить рекомендации по прогнозированию 
возможных эксплуатационных нагрузок для разра-
ботки таких устройств. 

Несмотря на функциональное и конструктивное 
разнообразие современных МПС и ППС, их авторы 
сталкиваются с рядом сходных проблем и нуждаются 
в обобщении подходов для их разрешения. В частно-
сти, к ним относятся проблемы гидродинамики. При 
создании движущихся под водой привязных систем 
и аппаратов изучение вопросов их динамики, силово-
го воздействия среды и судна-носителя (СН), вопросы 
управления и стабильности движения первостепенны 
и во многом определяют возможность нормального 
функционирования аппаратуры, установленной на 
них. При этом наиболее существенной особенностью 
динамики ППС, усложняющей ее по сравнению с из-
вестной теорией движения в жидкости и газе авто-
номных твердых тел, является необходимость учета 
влияния ГС как системы с распределенными параме-
трами, также взаимодействующей с потоком жидко-
сти. 

МПС состоит из СН, ПА и соединяющей их ГС 
(рис. 1). 

Введём правую систему координат 0xyz. Оси 0х 
и 0у лежат в плоскости поверхности моря, а ось 0z 
совпадает с направлением вектора силы тяжести q. 
Коренной конец ГС закреплён на СН и имеет коор-
динаты Xсн, Yсн, Zсн. Ходовой конец ГС прикреплён на 
ПА с координатами Xпа, Yпа, Zпа. Скорость СН задана 
вектором Vсн, а ПА — вектором Vпа. Движение ПА 
также может быть определено вектором силы тяги его 

движителя. Скорость морского течения стационарна, 
но неоднородна в заданной акватории [22, 23].

На малый элемент ГС длиной ds действуют силы 
растяжения Т и T + dT, которые создаются в результа-
те сил, приложенных к коренному Fсн и ходовому Fпа 
концам ГС со стороны СН и ПА, а также сил тяжести 
q ГС и гидродинамических сил Fn и Fτ, действую-
щих по нормали и по касательной к поверхности ГС 
(рис. 2). 

На элемент ГС также может действовать сосредо-
точенная внешняя сила G, возникающая в результате 
контактного взаимодействия ГС с подводными объек-
тами. С прикладной точки зрения невозможно осуще-
ствить точечный контакт ГС с подводным объектом. 
Такой контакт будет происходить на некоторой малой 
длине ГС, но не в точке. Поэтому будем считать, что 
сила G воздействует на длину ds малого элемента ГС, 
т. е. она является распределённой на малой длине ГС. 

Рис. 2. Осевая линия элемента ГС

Рис. 1. Общая схема МПС
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В процессе движения СН и ПА расстояние между 
ними изменяется, что вызывает преобразование сил, 
действующих на ГС и её форму. Силы тяжести q ГС 
характеризуются линейной плотностью самой ГС, 
а также наличием на ней дополнительных распреде-
лённых грузов и поплавков. ГС можно представить 
в  виде совокупности отдельных малых элементов 
длиной l, соединённых между собой упругими свя-
зями [6, 24].

Радиус-вектор ГС r(p) связан с вектором коорди-
нат е зависимостью:

( ) ( ) ,r p p e= ⋅S                                (1)

где e  — вектор обобщённых координат;

 0 1 0 1
0 0 0{ } ;T T T T T

l l le r r r r= β β
    
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k k k k
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r r p y

z
=

 
  = ∂ ∂ =  
 
  

   — радиус-векторы (k = 0) 

и касательные векторы (k = 1) к осевой линии  
ГС в её концевых точках (p = 0 и p = l), когда u  
принимает значения 0 (р = 0) или l (р = l); 

1 2 3 4( ) 0 0p s s s s=S I I I I   — матрица функций 
форм ГС; I — единичная матрица (3 × 3); βk — углы 
поворота поперечных сечений ГС в концевых точках 
элемента относительно нормали n репера Френе осе-
вой линии (рис. 3) [24, 25]; l — длина осевой линии 
элемента ГС. 

Угол β определяется вдоль осевой линии ГС 
( [0; ])p l∈  с помощью интерполяционной зависимо-
сти:

0( ) (1 / ) / .lp p l p lβ = β ⋅ − +β ⋅                 (2)

В качестве функций формы ГС использованы 
функции Эрмита: 

2 3
1 3( ) ( ) 1 3 2 ,s p s l p= − = − ξ + ξ               (3)

2 3
2 4( ) ( ) ( 2 ),s p s l p l= − − = ⋅ ξ − ξ + ξ           (4)

2 3
3 ( ) 3 2 ,s p = ξ − ξ                           (5)

3 2
4 ( ) ( ),s p l= ⋅ ξ − ξ                          (6)

/ ,p lξ =                                    (7)

позволяющие аппроксимировать форму элемента ГС 
по величине и производной радиуса-вектора ГС:

1 0 2 0 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,l lx p s p x s p x s p x s p x′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  (8)

1 0 2 0 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,l ly p s p y s p y s p y s p y′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  (9)

1 0 2 0 3 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .l lz p s p z s p z s p z s p z′ ′= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  (10)

Уравнения движения элемента ГС могут быть по-
лучены с помощью уравнений Лагранжа II рода [24]:

,d T T U W
dt

∂ ∂ ∂ δ
− + =

∂ ∂ ∂ δe e e e

                 (11)

где Т — кинетическая энергия элемента ГС, Дж;

2
0 0

1 1 ,
2 2

l lT
lT r r dp J dpβ= ρ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅β ⋅∫ ∫
 

          (12)

где ρl — линейная плотность материала ГС, кг/м; U — 
потенциальная энергия деформации элемента ГС, 
Дж; δW — виртуальная работа активных сил, Дж;

0 0
,

l lT T
lW r g dp r F dpδ = δ ⋅ρ ⋅ ⋅ + δ ⋅ ⋅∫ ∫



         (13)

где g — вектор ускорения силы тяжести, м/с2; F — век-
тор активных (внешних) сил, действующих на ГС, Н.

Вектор обобщённых координат в абсолютной 
системе координат [6, 24] не требует пересчёта ко-
ординат узлов ГС между ней и вспомогательными 
системами координат, а также при этом отсутствует 
необходимость учёта присоединённых масс жидко-
сти к ГС, если при определении гидродинамических 
сил сопротивления ГС использовать коэффициенты, 
установленные эмпирическим путём [15]. Таким об-
разом, метод абсолютных координат [6, 16, 24] имеет 
существенные преимущества по сравнению с други-
ми методами [4, 5, 15].

После подстановки производных по време-
ни радиуса-вектора r S e= ⋅

 

   (1) и его вариации 
r S eδ = ⋅δ
   в (11) уравнения движения в матричной 

форме принимают вид:

,e g FM e Q Q Q⋅ + = +
  





                 (14)

куда входят постоянные матрица масс (М) и столбец 
обобщённых сил тяжести (Qg), а также вектор внеш-
них активных сил (QF) и реакций упругого деформи-
рования ГС (Qe). 

Рис. 3. Поворот концевого поперечного сечения элемента 
ГС относительно нормали репера Френе осевой линии,  
состоящего из вектора касательной t, нормали n и бинор-
мали b
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Матрица масс рассчитывается по формуле:
2

0
,

l T
lT

TM S S dp const
e e
∂

= = ρ ⋅ =
∂ ∂ ∫ 

        
 (15)

а столбец обобщённых сил тяжести — по выраже-
нию:

0
.

g lg T
l

WQ S g dp const
e

∂
= = ρ ⋅ ⋅ ⋅ =

∂ ∫






     (16)

Уравнение (14) записано без учёта жёсткости из-
гиба и кручения, которые будут приняты во внимание 
при дальнейшем совершенствовании математической 
модели ГС в составе МПС.

Элементы вектора обобщённых упругих сил мож-
но описать так:

 .e UQ
e

∂
=
∂





                            (17)

Потенциальная энергия внутренних сил упругих 
деформаций элемента ГС определяется по формуле:

2 2 2 2
1 1 2 20

1 ( ) ,
2

l
U EA EJ EJ GJ dpβ= ε + χ + χ + τ∫  

 (18)

где Е — модуль Юнга материала ГС, Па; G — модуль 
сдвига материала ГС, Па; А — площадь поперечного 
сечения ГС, м2; J1, J2 — моменты инерции попереч-
ного сечения ГС относительно его главных осей, м4; 
Jβ — полярный момент инерции поперечного сечения 
ГС, м4; ε — продольная деформация осевой линии ГС 
с продольной жёсткостью Е · А:

2 2 2

11 ( 1)
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1 1 .
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p p p
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(19)

Простейшая модель продольных сил получена 
в работе [16] с использованием следующего способа 
осреднения продольной деформации:

0 1 3 1 3( ) ( )
1 1.

T
lr r e e e e

l l
− − −

ε ≈ − = −
   

     (20)

В этом случае продольные силы можно опреде-
лить по формуле:

0
4 4

11

1 1
,

l

i
i i

ik k ik k
k k

Q EA dp
e e

E A S e K e

              

(21)

где ikK ε  — матрица продольной жёсткости ГС.
Силы реакции изгиба ГС находятся таким обра-

зом:

0

.
l

i
i i

Q E J dp
e e

Кривизны χ1 и χ2 осевой линии по отношению 
к главным осям инерции площади поперечного сече-
ния с изгибными жёсткостями EJ1, EJ2 и кривизной 
осевой линии [16] вычисляются следующим образом:

0 3 ,
r r

r

′ ′′×
χ =

′

 

                            (22)

1 0 cos ,χ = χ ⋅ β  2 0 sin ,χ = χ ⋅ β            (23)

Силы реакции кручения ГС можно определить по 
формуле:

0

.
l

i
i i

Q GJ dp
e e

              (24)

Относительный угол закручивания поперечного 
сечения ГС [26] равен:

/ ,                           (25)

где χτ — кручение (вторая кривизна) осевой линии с 
жёсткостью на кручение GJτ:

2
( , , ) .r r r

r r
τ

′ ′′ ′′′
χ =

′ ′′×                            
 (26)

Для расчета элементов матрицы масс по формуле 
(15) необходимо выполнить замену переменной инте-
грирования:

0 0

1

0
, , [1;4].

l lT T
ij l i j l i j

T
l i j

pM s s dp l s s d
l

l s s d i j

= ρ ⋅ = ρ ⋅ ⋅ =

= ρ ⋅ ⋅ ξ ∈

∫ ∫

∫

        (27)

В данной статье элементы матрицы не приве-
дены по причине ограничения ее объёма. Анало-
гичным образом вычислены остальные элементы 
матрицы М, в результате которых она приобретает  
вид (28). 

Матрица (28) симметрична относительно главной 
диагонали. 

2 2

2 2

1313 1314

1413 1414

420
156 22 54 13 0 0
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54 13 156 22 0 0
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l l

l l l l
l l

l l l l
M M

M M
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= ×

−

−
−

×
− − −

M

I I I I

I I I I
I I I I

I I I I

   

(28)

Элементы матрицы масс, связанные с кручением 
ГС (М13 13, М13 14, М14 13, М14 14), получаются в результа-
те преобразования второго слагаемого кинетической 
энергии элемента ГС (12):
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2
0

1 .
2

l
T J dpτ β= β ⋅∫                         (29)

Из аппроксимации угла кручения (2) следует:

0 (1 / ) / ,lp l p lβ = β ⋅ − +β ⋅                 (30)

тогда

2
00

1 [ (1 / ) / ] .
2

l
lT J p l p l dpτ β= β ⋅ − +β ⋅ ⋅∫  

   
 (31)

Элементы матрицы масс кручения элемента ГС 
можно определить из первого слагаемого уравнения 
Лагранжа II рода (11):

00
0

1 2[ (1 / ) / ](1 / ) ,
2

l
l

Td J p l p l p l dp
dt

 



 (32)

00
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2

l
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Td J p l p l l dp
dt

 



   
(33)

Для нахождения ikK ε  — матрицы продольной 
жёсткости элементов ГС — необходимо вычислить 
составляющие её элементов. Элементы матрицы 11

ikS  
симметричны относительно главной диагонали:
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4
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ik k
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ε ε ε ε
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= ⋅ ⋅ ε ⋅ ⋅ =

= ⋅ = ⋅ = ⋅ ε

∑

∑ 

        (34)

Подставив функции Эрмита (3)–(6) в формулу для 
элемента матрицы М22, получим:

11 0
,

lg
lQ g s dp= ρ ⋅ ⋅ ⋅∫



                      (35)

22 0
,

lg
lQ g s dp= ρ ⋅ ⋅ ⋅∫



                      (40)

33 0
,

lg
lQ g s dp= ρ ⋅ ⋅ ⋅∫



                      (41)

44 0
.

lg
lQ g s dp= ρ ⋅ ⋅ ⋅∫



                      (42)

Выводы. Анализ существующих моделей ди-
намики ГС МПС показал, что в большинстве моде-
лей элемента ГС в МПС рассматривают динамику ГС 
при относительно малых перемещениях и изгибах, 
что свидетельствует об актуальности разработки дан-
ной математической модели динамики элемента ГС, 
позволяющей учитывать большие перемещения ГС 
в составе МПС. Получены уравнения динамики эле-
мента ГС МПС, которые дают возможность описы-
вать значительные величины его перемещений.
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