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Abstract. A mathematical model of two connected elements of flexible links (FL) has been developed. This model al-
lows creating the algorithm for computation of the FL dynamics at substantial FL movements. The mathematical model 
of the marine lash system (MLS) allows solving the following problems: 1. Calculation of variations in the FL shape 
and tension forces in the process of maneuvering of the tugboat and the underwater vehicle taking into account the sea 
waves, underwater currents, wind forces affecting the tugboat, sea depth and its variation in a given water area, as well 
as the FL mass and elastic properties. 2. Calculation of the relative position of the tugboat and the underwater vehicle 
in the process of their maneuvering. 3. Calculation of the resonance conditions of the FL tension and the maximal FL 
loads for assessment of its strength in the process of maneuvering of the tugboat and the underwater vehicle. 4. Calcula-
tion of the MLS maneuvering conditions causing formation of loops on the FL. 5. Calculation of the MLS maneuvering 
conditions causing vibration of the high-drag flexible links. 
Keywords: flexible link (FL); marine lash system (MLS); connected elements of the flexible links; mathematical 
model of the MLS FL element; FL modeling.

Аннотация. Создана математическая модель двух связанных элементов гибкой связи морской привязной систе-
мы, которая позволяет разработать алгоритм расчёта динамики гибкой связи при её больших перемещениях. 
Ключевые слова: гибкая связь; морская привязная система; связанные элементы гибкой связи; математиче-
ская модель элемента гибкой связи морской привязной системы; моделирование гибкой связи.

Анотація. Створено математичну модель двох зв’язаних елементів гнучкого зв’язку морської прив’язної систе-
ми, що дозволяє розробити алгоритм розрахунку динаміки гнучкого зв’язку при його великих переміщеннях.
Ключові слова: гнучкий зв’язок; морська прив’язна система; зв’язані елементи гнучкого зв’язку; математич-
на модель елемента гнучкого зв’язку морської прив’язної системи; моделювання гнучкого зв’язку.
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Постановка проблемы
Использование математических моделей (ММ) на-

ходит всё большее применение в различных областях 
науки и техники. ММ позволяет при минимальных 
затратах времени и средств теоретически проверить 
по выбранному критерию проект с учетом любых его 
изменений без необходимости строить и испытывать 

физическую модель [7, с. 6]. Метод моделирования 
наилучшим образом зарекомендовал себя и широко 
используется в настоящее время.

Математическое моделирование при проектиро-
вании в большинстве случаев дает возможность от-
казаться от физического моделирования, значительно 
сократить объемы испытаний и доводочных работ, 
обеспечить создание технических объектов с высоки-
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ми показателями эффективности и качества. Одним 
из основных компонентов системы проектирования 
в этом случае становится ММ [5, с. 8].

Моделирование — это особый вид эксперимента, 
проводимого не на реальном объекте, а на некотором 
его аналоге, т. е. на модели, которая является одно
временно и средством, и предметом исследования. 
Особенно большое значение оно имеет для изучения 
объектов и процессов, где прямой эксперимент за-
труднен или вообще невозможен. 

Анализ последних  
исследований и публикаций

Как отмечает В. С. Немчинов, «построение моде-
ли, с одной стороны, — важная ступень к созданию 
теории, а с другой — одно из средств эксперимен-
тального исследования. Однако никакая модель не 
может заменить строгой научной теории» [8, с. 32].

Модели представляют собой продукты материаль-
ного или идеального воспроизводства возможных и ре-
альных процессов отношений и функций субъектом 
познания с помощью аналогий (гомологий) или ис-
пользования таких аналогий (гомологий) в других 
материальных и идеальных системах. Тем самым мы 
выражаем несогласие с ограничением роли модели 
в познании и подчеркиваем значение метода моделей 
во всех науках [2, с. 8].

Важное значение при математическом моделиро-
вании приобретает системный подход. Его методо-
логическая специфика, по мнению Б. Кривинского, 
заключается в применении научной методологии для 
решения сложных и взаимосвязанных проблем, рас
сматриваемых как единое целое [10]. Она ориенти-
рует эксперимент на раскрытие целостности объекта 
и выявление его структуры, внутренних и внешних свя-
зей и сведение их в единую теоретическую картину. 

Последовательность математического моделиро-
вания объектов различной природы состоит из сле-
дующих этапов [9, с. 6−7]:

Анализ предметной области исследования, 1. 
определение базовых закономерностей и связей меж-
ду элементами системы, построение главных гипотез 
и предположений, упрощающих исследуемый объект, 
выявление основных параметров и переменных, кото-
рые характеризуют процессы в изучаемых объектах, 
формулирование задачи эксперимента.

Составление ММ объекта как совокупности 2. 
уравнений и неравенств, определяющих связь между 
параметрами и переменными задачи.

Создание нового или выбор существующего 3. 
метода решения системы уравнений и неравенств, 
составляющих ММ.

Тестирование метода решения и ММ на осно-4. 
ве сравнения результатов математического модели-
рования с решением известных задач или экспери-
ментальными данными. Если решения совпадают, 

то математическая модель и метод решения считают 
созданными и рекомендуют использовать их для мо-
делирования изучаемых объектов. 

Выполнение расчетов, анализ полученных ре-5. 
зультатов, формирование выводов и рекомендаций.

Составление модели — один из центральных эта-
пов исследования, на котором разрабатывается ана-
лог реального объекта или процесса путем создания 
мысленного образа (мысленные модели), описания 
и  отображения на картах, схемах, чертежах (знако-
вые модели), учета наиболее существенных факторов 
и взаимосвязей между ними математическими зависи-
мостями (математические модели), а также с помощью 
электронно-вычислительной техники (машинные моде
ли) или специальной игры (игровые модели) [5, с. 23].

Как отмечается в [3], сложные и тяжелые режимы 
эксплуатации гибкой связи морской привязной систе-
мы сопряжены, как правило, с необходимостью спе-
циального изучения и определения действующих на 
них сил, учета нелинейности разрешающих уравне-
ний, возможности потери устойчивости равновесия 
и с требованием исследования поведения системы 
в закритических состояниях. Описывающие их диф-
ференциальные уравнения имеют высокий порядок 
и содержат нелинейности сложного вида. Поиск их ре-
шения аналитически часто становится невозможным, 
что побуждает широко привлекать методы вычисли-
тельной математики. Решение таких задач оказыва-
ется осуществимым только современными методами 
нелинейного анализа, применение которых побужда-
ет к выбору модификации разрешающих уравнений, 
обеспечивающих алгоритмичность и эффективность 
используемых подходов. До настоящего времени 
указанные исследования не получили необходимого 
развития из-за отсутствия достоверных ММ, которые 
достаточно просто и эффективно реализуются в виде 
алгоритмов и программ для численного решения рас-
сматриваемых задач. 

Существующие расчёты гибкой связи (ГС) в виде 
ММ, в том числе и проектные, применяются в основ-
ном для идеальных круглых сечений. Однако в рам-
ках проектных исследований необходимо учитывать 
изменение собственных характеристик ГС во време-
ни в течение длительной эксплуатации [13]: 

– при гидростатическом обжатии ГС меняет свою 
форму идеальной окружности; 

– происходит существенное растяжение ГС по 
длине, в том числе и внутренних жил кабелей, вслед-
ствие чего изменяется сопротивление ГС;

– имеет место неравномерное старение и износ 
оболочек и оплетки кабелей ГС, изготовленных из 
различных материалов;

– становится иным характер внешних воздей-
ствий на ГС;

– изгибная жёсткость должна также учитываться 
в ММ;
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– необходимо учитывать поперечную вибрацию 
ГС в потоке воды в квазистатической и локальной 
динамике, поскольку при классических методах рас-
чётов она не принимается во внимание.

Несмотря на функциональное и конструктивное 
разнообразие современных морских (МПС) и подвод-
ных привязных систем (ППС) [14], их создатели стал-
киваются с рядом сходных проблем и нуждаются в раз-
работке общих подходов к их разрешению. В частно-
сти, к таким вопросам относятся проблемы гидроди-
намики. При проектировании движущихся под водой 
привязных систем и аппаратов изучение вопросов их  
динамики, силового воздействия среды и судна-
носителя (СН), вопросы управления и стабильности 
движения являются первостепенными и во многом 
определяют возможность нормального функцио-
нирования аппаратуры, установленной на них [3, 4, 
11]. При этом наиболее существенной особенностью 
динамики ППС, усложняющей ее по сравнению с из-
вестной теорией движения в жидкости и газе автоном-
ных твердых тел (самолетов, подводных и надводных  
судов и т. п.), становится необходимость учета влия-
ния ГС как системы с распределенными параметра-
ми, также взаимодействующей с потоком жидкости. 

Как считают Э. И. Блинов и др., для описания 
влияния гидрометеосреды необходима адекватная 
пространственно-временная ММ изменения волнения, 
ветра и течения [1]. Эта модель должна позволять вос-
производить реальные внешние условия как на коротких 
(секунды, минуты), так и на длинных (до года) интерва-
лах времени с учетом вероятностной природы и основ-
ных характеристик гидрометеосреды. Ими предложен 
численный метод решения задачи управления гибким 
пространственно искривленным объектом при целена-
правленных силовых воздействиях. На основе разрабо-
танной ММ поведения ГС [16] появляется возможность 
установления её предполагаемой формы, что позволит 
определить напряженно-деформированное состояние.

ЦЕЛЬЮ СТАТЬИ является построение ММ 
двух связанных элементов ГС МПС.

Основная часть исследования посвящена изуче-
нию динамики ГС в условиях, характерных для МПС, 
с помощью математического моделирования. Конеч-
ная цель исследования — совершенствование проек-
тирования ГС МПС, основывающееся на оптимизации 
существующих методов путём разработки  компьютер-
ных моделей динамики ГС с учётом их эксплуатаци-
онных характеристик, позволяющих более правильно 
и рационально создавать новые МПС с ГС с необхо-
димыми свойствами и параметрами, а  также предло-
жение рекомендаций по прогнозированию возможных 
эксплуатационных нагрузок при проектировании. 

Изложение основного материала
Существуют две основные группы ММ, исполь-

зуемые для описания динамики ГС в потоках жидко-

сти [15, 16] . В первую из них входят модели, в основе 
которых лежат дифференциальные уравнения в част-
ных производных. Вторая группа моделей основана 
на представлении ГС в виде последовательно соеди-
нённых между собой достаточно большого количе-
ства дискретных упругих стержней. 

Требования к ММ. ММ должна учитывать:
1. Движение судна носителя (СН), которое зави-

сит от:
волнения поверхности моря;1) 
кинематических характеристик движения СН 2) 

без учёта волнения поверхности моря;
скорости морского течения.3) 

2. Особенности конструкции ГС, влияющие на 
функциональные параметры МПС и характеризую-
щиеся:

длиной и изменением длины ГС в процессе 1) 
движения СН;

упругими и прочностными характеристиками 2) 
ГС;

положительной или отрицательной плавучестью 3) 
ГС, а также грузов, поплавков и буев, связанных с ГС;

силами гидродинамического сопротивления ГС 4) 
в процессе её движения в воде;

изгибной и крутильной5)  жёсткостью ГС относи-
тельно её оси;

силами, действующими на коренной и ходовой 6) 
конец ГС.

3. Движение подводного аппарата (ПА), которое 
определяется:

массой и плавучестью ПА;1) 
относительным расположением ПА по отноше-2) 

нию к СН и кинематическими характеристиками его 
движения;

силами гидродинамического сопротивления 3) 
ПА в процессе его движения в воде.

4. Влияние преград на пути движения ПА и ГС, 
которое выявляется:

расположением преград в воде;1) 
размерами преград;2) 
кинематическими характеристиками движения 3) 

преград.
Параметры, необходимые для выполнения мате-

матического моделирования динамики МПС:
1. Амплитуда, длина и скорость гармонических 

волн на поверхности моря.
2. Координаты вектора скорости СН в зависимо-

сти от времени.
3. Координаты вектора скорости морского течения.
4. Максимальная длина ГС.
5. Скорость вытравливания или выборки ГС ле-

бёдкой СН.
6. Коэффициент (модуль) упругости ГС на растя-

жение в каждой её точке.
7. Моменты инерции изгиба и кручения попереч-

ного сечения ГС (жёсткости изгиба и кручения).
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8. Допустимые силы (или напряжения) растяже-
ния ГС в каждой её точке.

9. Координаты и массы грузов, закреплённых на 
ГС.

10. Координаты и плавучесть поплавков и буёв, 
закреплённых на ГС.

11. Коэффициенты гидродинамического сопро-
тивления ГС.

12. Линейная плотность ГС.
13. Масса, плавучесть, коэффициенты гидродина-

мического сопротивления и вектор скорости ПА по 
отношению к неподвижной воде в зависимости от 
времени.

14. Координаты преград в воде.
15. Размеры и масса преград.
16. Координаты скорости движения преград.
17. Глубина моря.
Характеристики МПС, которые определяются 

с помощью математической модели:
1. Силы, действующие на коренной и ходовой ко-

нец ГС.
2. Длина ГС.
3. Относительное растяжение ГС.
4. Координаты ПА по отношению к СН.
5. Форма ГС в зависимости от времени.
6. Распределение сил и напряжений растяжения, 

изгиба и кручения ГС по её длине.
Упрощающие предположения, используемые 

в процессе математического моделирования динами-
ки МПС:

1. Форма и размеры СН и ПА не изменяются.
2. Масса СН намного больше, чем массы ГС 

и ПА, поэтому можно не учитывать влияние ГС и ПА 
на движение СН.

3. Длина ГС намного больше, чем размеры СН 
и ПА, следовательно, СН и ПА принимаются матери-
альными точками.

4. Материал ГС считается абсолютно упругим 
(с линейным законом упругости).

5. Толщина (диаметр) ГС намного меньше её  
длины.

6. Преграды на пути движения МПС рассматрива-
ются как абсолютно твёрдые.

7. Морское течение в моделируемой области моря 
стационарное.

8. Обтекание ГС потоком воды происходит без об-
разования вихрей Кармана.

9. Скорость вытравливания или выборки ГС ле-
бёдкой СН намного меньше скорости волн в ГС.

Параметры ММ. Система уравнений (1)–(9) за-
висит от следующих параметров, характеризующих 
свойства ГС и внешних воздействий на неё. ММ  
динамики элемента ГС определена системой уравне-
ний [15, 16]:

1 1 1
1 1 1 1 1, , , , , ;X

x y zx f x y z
t t t

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 
                (1)

1 1 1
1 1 1 1 1, , , , , ;Y

x y zy f x y z
t t t

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 
                (2)

1 1 1
1 1 1 1 1, , , , , ;Z

x y zz f x y z
t t t

∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ 
                (3)

1 1 1
2 1 1 1 1

2 2 2
2 1 1 1 2 2 2

, , , , ,

, , , , , , , , ;

X

X

x y zx f x y z
t t t

x y zf x y z x y z
t t t

∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ +  ∂ ∂ ∂ 

  

      (4)

1 1 1
2 1 1 1 1

2 2 2
2 1 1 1 2 2 2

, , , , ,

, , , , , , , , ;

Y

Y

x y zy f x y z
t t t

x y zf x y z x y z
t t t

∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ +  ∂ ∂ ∂ 


     

  (5)

1 1 1
2 1 1 1 1

2 2 2
2 1 1 1 2 2 2

, , , , ,

, , , , , , , , ;

Z

Z

x y zz f x y z
t t t

x y zf x y z x y z
t t t

∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ +  ∂ ∂ ∂ 



    

   (6)

2 2 2
1 1 1 2 2 2, , , , , , , , , ;

x X

x

d f

x y zx y z x y z d
t t t

ϕϕ = ×

∂ ∂ ∂ × ϕ ∂ ∂ ∂ 



     (7)

2 2 2
1 1 1 2 2 2, , , , , , , , , ;

y Y

y

d f

x y zx y z x y z d
t t t

ϕϕ = ×

∂ ∂ ∂ × ϕ ∂ ∂ ∂ 



     (8)

2 2 2
1 1 1 2 2 2, , , , , , , , , .

z Z

z

d f

x y zx y z x y z d
t t t

ϕϕ = ×

∂ ∂ ∂ × ϕ ∂ ∂ ∂ 



      (9)

Правые части уравнений (1) – (9) являются функ-
циями от искомых переменных и их производных по 
времени. Принятые сокращения: ρ0l — плотность еди-
ницы длины ГС без растяжения, кг/м3. Если ГС одно-
родная по длине, тогда ρ0l задаётся числовым значе-
нием, а если ρ0l зависит от координаты s вдоль длины 
ГС, тогда определяется функцией, характеризующей 
наличие на ГС дополнительных грузов, уменьшаю-
щих плавучесть ГС, или поплавков, увеличивающих 
плавучесть ГС; ρ — плотность жидкости, кг/м3; l0 — 
начальная длина ГС без нагрузки, м; N — количество 
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элементов ГС на длине l0; ds0 — начальная длина эле-
мента ГС без нагрузки, м; 0 0 ;ds l N=  d0 — диаметр 
ГС без нагрузки, м. Если ГС постоянного диаметра по 
длине, тогда d0 задаётся числовым значением, а если 
d0 зависит от координаты s вдоль длины ГС, тогда − 
функцией; E — модуль упругости Юнга материала 
ГС, Па, определяется числовым значением, а если 
Е зависит от координаты s вдоль длины ГС, тогда − 
функцией; G* — модуль сдвига материала ГС, Па, 
задаётся числовым значением, а если G* зависит от 
координаты s вдоль длины ГС, тогда − функцией;  
Ma — масса жидкости, присоединённая к единице 
длины ГС, кг/м; Сτ — тангенциальный коэффициент 
гидродинамического сопротивления ГС; Cn — нор-
мальный коэффициент гидродинамического сопро-
тивления ГС; fG — коэффициент трения скольжения 
ГС о преграду в воде; g — ускорение свободного 
падения тел на уровне поверхности моря, м/с2;  
Тmax — максимальная допустимая сила растяжения 
ГС, превышение которой приводит к необратимым из-
менениям её функциональных качеств, Н; tm — физи-
ческое время моделирования динамики ГС (t ≤ tm), с.

Функции внешних воздействий на ГС. Vx, Vy, 
Vz — координаты вектора скорости морского течения, 
м/с — могут быть константами или функциями коор-
динат x, y, z, если течение в рассматриваемой аквато-
рии неоднородное; Gx, Gy, Gz — координаты вектора 
внешней силы, Н/м — определяют силовое воздей-
ствие внешнего объекта на ГС, в частности, использу-
ются для учёта движения ПА, в этом случае величины  

Gx, Gy, Gz, заданные на ходовом конце ГС, служат ко-
ординатами равнодействующей сил тяги движителя 
и  гидродинамического сопротивления ПА, а масса 
ПА равна массе первого элемента ГС. Аналогичным 
образом величины Gx, Gy, Gz, могут быть приняты 
на коренном конце для моделирования равнодей-
ствующих сил тяги движителя и сопротивления СН.  
fbar (t, x, y, z) < 0 — ограничение, задающее положе-
ние подводной преграды, в качестве которой могут 
быть элементы рельефа морского дна и находящихся 
на нём объектов или плавающий подводный объект, 
определённый только геометрией и кинематически-
ми характеристиками; zN  =  fN(t) — изменение вер-
тикальной координаты СН под действием морского  
волнения.

Рассматриваемая МПС состоит из СН, ПА и сое-
диняющей их ГС (рис.1). Введём правую систему ко-
ординат 0xyz. Оси 0х и 0у лежат в плоскости поверх-
ности моря, а ось 0z совпадает с направлением векто-
ра силы тяжести q. Коренной конец ГС закреплён на 
СН и имеет координаты Xсн, Yсн, Zсн. Ходовой конец 
ГС зафиксирован на ПА с координатами Xпа, Yпа, Zпа. 
Скорость СН задана вектором Vсн, а ПА − вектором 
Vпа. Движение ПА также может быть определено век-
тором силы тяги его движителя. Скорость морского 
течения стационарна, но неоднородна в данной аква-
тории.

На малый элемент ГС длиной ds действуют силы 
растяжения Т и T + dT, которые возникают в результа-
те сил, приложенных к коренному Fсн и ходовому Fпа 

Рис. 1. Общая схема МПС
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Рис. 2. Осевая линия элемента ГС

концам ГС со стороны СН и ПА, а также сил тяжести 
q ГС и гидродинамических сил Fn и Fτ, воздейству-
ющих по нормали и касательной к поверхности ГС 
(рис. 2). 

На элемент ГС также может действовать сосре-
доточенная внешняя сила G как следствие контакт-
ного взаимодействия ГС с подводными объектами. 
С прикладной точки зрения невозможно осуществить 
точечный контакт ГС указанным объектом, он будет 
происходить на некоторой малой длине ГС, но не 
в точке. Поэтому будем считать, что сила G действует 
на длину ds малого элемента ГС, т. е. она является 
распределённой на малой длине ГС. В процессе дви-
жения СН и ПА расстояние между ними изменяется, 
что вызывает перемену сил, воздействующих на ГС 
и её форму. Силы тяжести q ГС характеризуются ли-
нейной плотностью самой ГС, а также наличием на 
ней дополнительных распределённых грузов и по-
плавков.

ГС можно представить в виде совокупности от-
дельных малых элементов длиной l, соединённых 
между собой упругими связями [6, 17]. Радиус-вектор 
ГС r(p) связан с вектором координат е зависимостью:

( ) ( ) ,r p p e= ⋅S 
                          (10)

где e  − вектор обобщённых координат;

0 1 0 1
0 0 0{ } ;T T T T T

l l le r r r r= β β
                   (11)

/

k
u

k k k k
u p u u

k
u

x

r r p y

z
=

 
  = ∂ ∂ =  
 
  

   — радиус-векторы 

(k = 0) и касательные векторы (k = 1) к осевой  
линии ГС в её концевых точках (p = 0 и p = l), когда 
u принимает значения 0 (р = 0) или l (р = l).
Уравнения движения в матричной форме принимают 
вид:

,e g FM e Q Q Q⋅ + = +
  

                    (12)

куда входят постоянные матрица масс (М) и столбец 
обобщённых сил тяжести (Qg), а также вектор внеш-
них активных сил (QF) и реакций упругого дефор-
мирования ГС (Qe). Матрица масс определяется по  
формуле:

2

0

,
l

T
lT

TM S S dp const
e e
∂

= = ρ ⋅ =
∂ ∂ ∫         

(13)

а столбец обобщённых сил тяжести как:

0

.
lg

g T
l

WQ S g dp const
e

∂
= = ρ ⋅ ⋅ ⋅ =

∂ ∫
 

       
(14)

Столбец обобщённых активных сил представлен:

0

.
lF

F TWQ S F dp
e

∂
= = ⋅ ⋅

∂ ∫
 


                 

(15)

К элементам вектора обобщённых упругих сил 
применяется формула:

.e UQ
e

∂
=
∂




                                 
(16)

Уравнение (12) записано для одного элемента ГС 
и не учитывает связь с другими её элементами. Узлы 
элемента ГС соединены с узлами соседних элемен-
тов, поэтому уравнение (12) необходимо преобразо-
вать с учётом влияния на элемент ГС соседних с ним 
элементов. Разделим ГС на N элементов и введём 
сквозную нумерацию её узлов [0; ]i N∈ . Рассмотрим 
взаимодействие двух соседних элементов, имеющих 
общий узел с номером i (рис. 3). 

Условно поделим узел i на два — i1 и i2, а отсут-
ствующую между ними связь заменим обобщёнными 
реакциями R и –R. Учитывая, что узлы i1 и i2 состав-
ляют один узел i, то их координаты равны координа-
там узла i. Это значит, что уравнения динамики этих 
узлов отличаются друг от друга только знаками реак-
ций связи R, обобщёнными силами и матрицами масс 

2 1
.i i ie e e= ≡

    Преобразуем вектор обобщённых коор-
динат элемента ГС (11) для элемента с узлами i – 1  
и i1, изменив в нём порядок расположения координат,

1 1 1

0 1 0 1
1 1 1 1{ } ,T T T T T

i i i i i i ie r r r r− − − −= β β
    

        
(17)

Рис. 3. Схема соединения соседних элементов ГС
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а вектор обобщённых координат элемента ГС с узла-
ми i2 и i + 1:

2 2 2

0 1 0 1
1 1 1 1{ } .T T T T T

i i i i i i ie r r r r+ + + += β β
    

       
(18)

Используем блочную матрицу масс элемента ГС 
с узлами i – 1 и i1, а также элемента с узлами i2 и i + 1, 
матрицу жёсткостей, которая представлена в блочном 
виде. Вектор обобщённых координат элемента ГС 
с узлами i-1 и i1 (17) преобразуем к блочному виду:

1

0
1 1{ } ,T

i i ie e e− −=
  

                       
(19)

а вектор обобщённых координат элемента ГС с узла-
ми i2 и i + 1 − следующим образом:

2

0
1 1{ } ;T

i i ie e e+ +=
  

.                        
(20)

В узле i = i1 ≡ i2 выполняется равенство:

2 1
.i i ie e e= ≡

  
                             

(21)

С учётом выполненных преобразований составим 
систему уравнений:
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(22)

Данная система (22) определяет соотношения 
между тремя узлами ГС. Её можно представить в мат- 
ричном виде, используя блочные матрицы М и K. 
Тогда систему уравнений запишем как:

.e e Q⋅ + ⋅ =M k
                          (23)

Обобщённые переменные ГС определяем из:

0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1{ } .T T T T T T T

i i i i i i i i ie r r r r r r− − − + + += β β β
          (24)

Обобщённые силы, действующие на ГС, предста-
вим как:

1 21 211

11

{

} .

g g gF F F
i i ii i i

g F T
ii

Q Q Q Q Q Q Q

Q Q

−−

++

= + + + +

+

      

 

        

(25)

Уравнение (23) характеризуют связь между сосед-
ними элементами ГС, но для учёта граничных усло-
вий необходимо вводить в нём корректировку матриц 
с использованием множителей Лагранжа, нахождение 
которых усложняет решение задачи и требует допол-
нительного обращения матрицы масс вблизи границ 
ГС. Чтобы исключить эти проблемы, решим уравне-
ние динамики i-го узла ГС, применяя только второе 
уравнение системы (22).

Силы сопротивления движению ГС. Силы гид-
родинамического сопротивления жидкости движе-
нию ГС проще определить, если разделить их на две 
составляющие: тангенциальную (Fτ) и нормальную 
(Fn) по отношению к поверхности ГС. Сопротивление 
трения ГС, приведённое к узлу ГС с номером i, харак-
теризуется тангенциальными составляющими гидро-
динамических сил, направленных вдоль элемента ГС 
и действующих на единицу её длины, которые зависят 
от скорости движения ГС и потока жидкости [10]:

0,5 ,i i i i
i i i

r r r rF C d V V
t p t pτ τ

∂ ∂ ∂ ∂   = ρ − −   ∂ ∂ ∂ ∂   

     
   (26)

где Сτ — коэффициент гидродинамического сопро-
тивления трения нити; ρ — плотность жидкости, кг/
м3; d — диаметр ГС, м; Vi — вектор скорости морско-
го течения возле узла i ГС, м/с; ri — радиус-вектор 
элемента ГС с вершиной в узле i ГС, м; ir p∂ ∂


 − на-

правляющие косинусы ГС (11).
Вектор скорости морского течения задан его ко-

ординатами Vxi, Vyi и Vzi, в i-м узле ГС. Радиус-вектор 
точки i определяется её координатами:

,i i i ir x i y j z k= + +
 

                             (27)

тогда

.i i i ir x y zi j k
t t t t

∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

                           (28)

Относительная скорость тангенциального потока 
жидкости находим из:

1
4

2 3
5 6 .

i i i
i x i i

i i
y i i z i i

r r eV V e
t p t

e eV e V e
t t

∂ ∂ ∂   − = − +   ∂ ∂ ∂   
∂ ∂   + − + −   ∂ ∂   

 

         

 (29)

Нормальные составляющие гидродинамических 
сил, действующих на единицу длины ГС зависят от 
скорости движения ГС и потока жидкости [4]:

0,5

,

i i i
n i f i

i i i
i

r r rF C d V
p t p

r r rV
p t p

 ∂ ∂ ∂ = ρ × − × ×  ∂ ∂ ∂  

  ∂ ∂ ∂   × × − ×   ∂ ∂ ∂    

   

  

    

 (30)
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где Сf — коэффициент гидродинамического сопро-
тивления формы поперечного сечения ГС.

Составляющие нормальных гидродинамических 
сил рассчитываем следующим образом:

0,5 .n xi f xv xvF C d V V= ⋅ ⋅ρ ⋅ ⋅ ⋅               (31)

Нормальные составляющие сил, действующих на 
единицу длины ГС со стороны подводной преграды 
и приведённые к i-му узлу ГС, можно определить по 
формуле:

,i i
n i i

r rG G
p p
 ∂ ∂

=  ∂ ∂ 

  

                           
(32)

где Gi — вектор силы со стороны преграды, заданный 
координатами Gxi, Gyi, Gzi. 

Внешняя сила Gτi является реакцией ГС на взаи-
модействие с преградами (трение о преграду). Её мо-
дуль пропорционален нормальной силе давления ГС 
на преграду с коэффициентом трения fG:

,i G n iG f Gτ =                               (33)

где

[ ]{ }
{ }

[ ]{ }

2
5 5 4 6 6 4

2
4 5 4 6 6 5

2
4 6 4 5 6 5 .

n i

i xi i yi i i xi i zi i

i xi i yi i i yi i zi i

i xi i zi i i yi i zi i

G

e G e G e e G e G e

e G e G e e G e G e

e G e G e e G e G e

=

 − + − + 

   = + − − + − +   

 + − − − − 

 

(34)

Преграда может быть неподвижна или двигаться 

с заданной скоростью, тогда элемент ГС будет испы-

тывать кинематические ограничения перемещения.  

В этом случае внешнюю силу Gi можно определить  

в i-ом узле по геометрии изгиба ГС.

Выводы. Создана ММ двух связанных элемен-

тов ГС МПС, которая позволяет разработать алго-

ритм расчёта динамики ГС при её больших переме-

щениях. Разработанная ММ МПС дает возможность 

решать следующие задачи: 1) определять изменение 

формы ГС и сил её натяжения в процессе маневри-

рования СН и ПА с учётом морских волн, подводных 

течений, ветровых нагрузок на СН, глубины моря и её  

изменения в заданной акватории, массы и упругих 

свойств ГС; 2) прогнозировать относительное по-

ложение СН и ПА в процессе их маневрирования;  

3) определять резонансные режимы растяжения ГС 

и максимальные нагрузки на ГС для оценки её проч-

ности в процессе маневрирования СН и ПА; 4) рас-

считать режимы маневрирования МПС, приводящие 

к образованию петель («колышек») на ГС; 5) опреде-

лять режимы маневрирования МПС, вызывающие 

вибрации плохообтекаемых ГС в потоке.
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